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Aus (letia Cytlus von Vorlesungen^ welche der bis zum letzten 
Lol)enstage schaltensfreudige Leopold Kronecker an der Berliner 
Ujiiversität gehalten hat^ erscheint hier diejenige über die Theorie der 
einfachen und der vielfachen Litegrale. Fünfmal hat Kronecker über 
diesen Gegenstand gelesen; zuerst im Wintersemester 1883/84 zwei¬ 
stündig „über einige bestimmte Integrale^^; dann in den Sommer¬ 
semestern 1885 vierstündig und 1887, 1889, 1891 sechsstündig. Für 
die Heimisgabe lagen Kronecker’s ISfotizen zu sämmtlichen fünf Col- 
legien, sowie die auf seine Veranlassung angefertigten Nachschriften 
aus den Jahren 1883/84, 1885, 1889 völlig und die aus dem Jahre 
1891 zur Hälfte vor. 

Wer Kronecker’s Vorti'agS“ oder Arbeitsweise kennt, wird wissen, 
dass einführende, elementare Vorlesungen zu halten, mit seiner Ideen¬ 
fülle sich nicht vertrug. Mit tlintansetzung peinlich strenger Systematik 
knüpfte er völlig eigenartig an Untersuchungen an, die ihn augenblick-* 
lieh beschäftigten, oder er liess sich umgekehrt durch den vorgetrage¬ 
nen Stoff zu eigenen, tiefsinnigen Forschungen anregen und gab dann 
neue, oft von gestern auf heut gefundene Resultate und Beweise. Man 
■wäre geneigt, seine Vorlesungen „esoterische^^ zu nennen. So erklärt 
sich das Anwachsen des Materials bei wiederholten Behandlungen; so 
das ausführliche Eingehen auf einige Theile des Stoffes gegenüber der 
kurzen Besprechung anderer Theile; so die vielfachen Umwälzungen 
und Abänderungen von einem Vorlesungscursus zum andern. So erklärt 
sich aber auch die ausserordentliche Anregung, die von seinen stets 
lebensvollen Vorträgen und von seinen weittragenden Bemerkungen 
ausging. 

Und endlich erklären sich so auch die Schwierigkeiten, welche in 
der Pixirung dieser, in beständigem Flusse befindlichen Vorlesungen 
lagen, deren Weiterentwickelung nur der Tod des unermüdlichen 
Forschers hemmen konnte. 

Es war bei der Herausgabe nicht möglich, einen bestimmten 
Cursus — etwa den letzten — als unbedingt massgebend zu Grunde zu 
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legen, sondern es musste auf die übrigen zurückgegriiBfen, und ilinei 
mussten mancherlei Aeusserungen und Gredankenfolgen entnommei 
werden. Dies durfte natürlich, nur auf Grund sorgfältiger Ueberlegun^ 
geschehen, und mein Hauptbestreben bei jeder nothwendigen Aenderunj 
war es, die Vorlesungen möglichst charakteristisch zu gestalten, um 
möglichst viel von der Eigenart der Kronecker’schen Vortragsweise zi 
wahren. Ich bin mir wohl bewusst, dass der Werth meiner Arbei 
daran abzumessen sein wird, wie weit mir diese schwierige und schöm 
Aufgabe gelungen ist. Von irgend welchen auf die Sache oder au 
die Literatur bezüglichen Zusätzen habe ich vöUig Abstand ge 
nommen. 

Alle Notizen, welche die Herausgabe betrefPen, sind in den An 
merkungen am Ende des Buches zusammengestellt worden. 

Giessen, im October 1893. 

Eugen Netto. 
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Erste Vorlesung. 

Zwei Definitionen des Integrals. —• Eistorische Bemerkungen. — Beliebige Theilung 
des IntervaUes' — Grenzbegriff. — Stetigkeit. — Bedingung für die Convergenz 
der Summen. — Differentiation des Integrals. — Grundregeln. — Beispiele. 

§ 1 - 

Euler beginnt seine im Jabre 1768 erschienene Integralreclmung 
mit folgender Definition: ,,Calculus integralis est methodus, ex data 
;^differentialium relatione inveniendi relationem ipsarum quantitatum: et 
„operatio, qua hoc praestatur, integratio vocari solet.“ 

Wir wollen zunächst auf diese Definition zurückgehen und mis 
also die Aufgabe stellen: wenn eine Function f{x) gegeben ist^ eine 

Function so zu bestimmen, dass wird; weiter: wenn 

eine Function f(Xy y) gegeben ist, F(x, y) so zu bestimmen, dass der 
Bedingung V) genügt wird, u. s. f. bis auf n Variable. 

In diesen Vorlesungen sollen nur die hier gegebenen speciellen Diffe¬ 
rentialgleichungen sowie die Probleme, welche dadurch gekennzeichnet 
sind, behandelt werden. Die Anwendungen dieses Theils der Analysis 
auf Algebra, Zahlentheorie und Geometrie sind namentlich durch Gauss, 
Dirichlet und Cauchy sehr umfassende geworden. 

*Dirichlet hat die Vorlesungen über diesen Zweig der Analysis 
im Jahre 1842 in Berlin eingeführt, und er hat ihnen den Titel: 
„Theorie der bestimmten Integralegegeben. Wir haben, an Euler 
anknüpfend, es vorgezogen, unsere Vorlesungen als „Theorie der ein¬ 
fachen und mehrfachen Integrale^^ zu bezeichnen. Der Nanc^„bestimmtes 
IntegraP^ erweckt den Anschein, als ob die Grenzen wirklich immer 
bestimmte Grössen sein müssten, was doch bei sogenannten bestimmten 
Integralen wie 



gewiss nicht der Fall ist. Diese Unbestimmtheit der Grenzen bedeutet 
gerade den Fortschritt von der Praxis zur Theorie, genau wie das 

Kronecker, Integrale. 1 
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Becknen mit Buclistaben an Stelle von Zahlen. Es ist ganz gleich¬ 
gültige oh die Grenzen bestimmt sind oder nicht; das Bestimmt-Sein 
ist nicht das Entscheidende, und deshalb haben wir das Wort weg¬ 
gelassen. Ferner soll der Titel anzeigen, dass wir uns nicht mit be¬ 
liebigen Differential-Gleichungen beschäftigen wollen, deren Behandlung 
ebenfalls unter die von Euler gegebene Definition fallen würde. 


§ 2. 

Denken wir uns die Function f{x) gegeben, so lautet die Be- 
dingxmgsgleichung für die zu bestimmende Function F{p) ausführlich 
geschrieben folgendermassen: 

(1) lim ^ = fix) . 

Hierbei ist eine wesentliche Yoraussetzung die, dass /'(.•r) eine ein¬ 
deutige Function sei. Geht man auf die Bedeutung des limes ein, 
so besagt (1): „in 

„soll (p{Xy K) mit h zugleich nach Null convergiren.^^ 

.Die letzte Gleichung führt uns sofort auf eine Art algebraischer 
Lösung unseres Problems. Denn gilt sie in einem gewissen Intervall 
reeller Werthe für x, etwa von bis x^ setzen wir dann: 

(3) • x — x^^^nh also Ä = 

und geben dem x in (2) der Beihe nach die Werthe 

^0? ^0 “f" ^0 ”1“ 2Ä, . • . . 1)^; 

SO entsteht: 

■^(a^o+Ä) —-F(a;o) =Mix^) +h(pix^,h), 

Fix^-f-^ti) — Fix^-\-K) =Ä/’(ä:(i + Ä) +^9 >(^o+^7 

F{x^-f-^h)—FixQ-\r2h) ==Ä/’(a:o + 2Ä) +'htpix^-\-2h,h), 


+ (^—1)^) =M^o+(»*—1)Ä)+A.9)(a;o + {n—l)h, h), 

und man erhält durch Addition wegen (3): 


n —1 


( 4 ) 


y.=0 


n 


n 


Wir setzen weiter Toraus, dass in dem Bereiche von x^ bis x der 
Werth von h so klein angenommen werden kann, dass jedes cpix', h) 
für x„^x'-^x nnterhalb einer vorgeschriebenen kleinen Grösse z bleibt. 




Definitionen. — Historisches. 
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Man sagt, wenn dies eintritt, „der Differenzen-Quotient näliert sicli in 
„dem Intervalle dem Differential-Quotienten gleichmässig’^^. Dann geht 
(4) über in 


(4=^) F{x)-~F{x,y 


n 


n —1 

ü 




Hier sei ein für alle Mal bemerkt, dass wir bei Summen dmi Summa¬ 
tion sbuchstaben nicht besonders hinschreiben, wenn derselbe ohne 
weiteres ersichtlich ist. Lässt man jetzt in (4*) den Wert von n mehr 
und mehr wachsen, so ergiebt sich das Resultat: 


( 5 ) 


F{x) - F{x,) = lim ^ ^ 


Es ist also unter den gemachten Yoraussetzungen F(x) als örenzwerth 
einer Summe bestimmt worden. 


§ 3. 

Der Begriff des Integrals als einer Summe ist der historisch ur¬ 
sprüngliche; er findet sich der Sache nach schon in den Büchern des 
Archimedes. Dieser Mathematiker zerlegt eine, von einer Curve ein¬ 
geschlossene Fläche zum Zwecke ihrer Quadratur in eine Anzahl gleicher 
oder ungleicher trapezartiger Figuren, betrachtet den Gresammtinhalt der¬ 
selben und verfolgt diese Grösse, wenn die Anzahl durch wiederholte 
Theilung wächst bei gleichzeitig abnehmender Dimension der Grund¬ 
linien der einzelnen trapezartigen Theile. Sobald dannDescartes Curven 
durch Gleichungen darzustellen lehrte, war aus der Flächenberechnung 
des Archimedes die Berechnung von Integralengeworden. 

Bei genauer Betrachtung erweist sich der Archimedische Gedanken¬ 
gang als äusserst merkwürdig. Um den Flächeninhalt A.F CI) zu finden, 
theilt man AD in kleine Theile, 
deren einer sei, sucht dann eine 
Ordinate JK der Art, dass EGSF 
— EF • JK wird, und bildet nun 
die Summe aus allen EF -JK. Man 
nimmt also das Problem für ein 
kleines Stück EG-HF bereits als 
gelöst an. Was ist aber für den 
Mathematiker „gross^^ oder „klein^Y 

Es ist überraschend, dass man in den Naturwissenschaften so oft das 
„Kdeine^^ gern in den Kauf nimmt, wenn man sich das „Grosse^^ damit 
erklären zu können glaubt. Das erinnert an das Goethe’sche Wort: 



E J F 
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kaniint iin üroHHeii iiieiifs vt»rrk*lttt»ii 

„XTiicl liliigHt OS «an iin Kloitio« a« '* 

So meint man” die Massenattractiu« bogroilliohor /.« «««•!,.«u 
man einen Attractionsäther unninunt und dio Kraft ««.. .o,, K b.-n 

zu Theilcben wirken lässt,; so „erklärt“ dio l>Hrwi«'seh.. tb.n.n.- d,- 
grossen Abweiclmngon, weloho hoi do« hidividum oiiior fiutimig ..rgo 
nischer Wesen auftreten, indem sie lehrt. wi.‘ di.'s.dt».-« hh.h k!.-uir« 


Aeuderungen hervorgolmii. • 

Da es aber bei der praktiachou Anwendung der Mtitlietiiuiik stets 
nur darauf ankommt, von einer Zahl zu wisse«, dass sjo «aierlialb 
eines bestimmten. Intorvalles liegt, desHon (Irösso von der zw verlauKemb.« 
Genauigkeit abhäugt,*so wird uns uueh di« dargologto llollu.de, «lo 
wir sehen werden, in brauchbarer Weise zur Intogralfumdio« verhelfe« 

Nach der Methode der Siurimiitioii, dit» tim Iiilt»icwd 
es Leihnitz „toctio aimmatoria" iii»! ftilirle iiir Ihfmndmmm 
selben das Summenzeicheti / «iil B«i linibiiitE kiiiiit mim ilit’ l*#r 
findung der Integralreclmuiig fclrmlirli iii ilinni mm4mm Himium 
folgen; die Q-rösse das Stück EF dar tlriiiidliiiifs winl hm iliiii %riii 


Jahr zu Jahr kleiner. 

Erst Johann Bernoulli h#« daii liiiiijitiiiirliilriirk iiiif «li«’ 

ration des ZurÜckgeheiis von cinciti gagtdieiiaii f 

auf die ursprüngliche Function und niiiiiiii* «liw«* tlüliiu* 

von integer'^ das ^,Urspr!lnglitdie*^ 

Der Sache nach gehört die liitegnilrerliiiiiiig eig«oillicti du* 
Differentialrechnung; nur biehd. sic grdum^ra Sdimitoigloit*« iih^ di* 
und daher setzt man die KeniitniHs cli*r l)iHVri*iitiatrt^<‘liiiii«g iodwo' 


Dirichlet beginnt neine Vorlfwinge« iiiii der ili4iiili«n inli* 
grals als örenzwerth einer wir iii ihi u*%**hm IiaIip« 

Bei Riem arm tritt eine »clndnbiir noch weitere iMiiiitioii iiiif» iioboii 
die Theile^ in wehdm die Btr<H*kt* (/ • • .1;,) y.orlegl mint, «iriii tiodir 

gleich vorauHgesekt werden. UebrigeiiH wiir Uieittiiiüi iihlii' 4er 
welcher solche Thailungen benut'/Je; hmi tiiiileil M«*Ii m4um 
in der Abhandlung über mechiinimdie (iiiiMlriitiir. 

Wir wollen diese Art der lliifiiiiiioii mml iiii.h 

dabei der geometrischen ItfiprEaentiition litHlieiinti, 


§ 4 . 

Bezieht man dio Öleichuiig t/ f{j:) auf ein reclitwinkligi*'» tonrdi 
natenaystem der x^y und theilfc die Absci8f4i;itnAi.e vti« Im d' , 
in n Theile (» -■ B, 1 ^ 2^ . . . ti Imi wi*riieii fiorcli 





tli.* .1 Asi«*, <lurr!t .üo jji doii m - j h Thfilputiktwi (‘rrir‘lit.)t.-ti Onliiialwi 
iiiiil «ii.t <'un« if /(.M als , ii trap.izarfiga Fliicluni 

littMtiiiiiiit. Niitiiiii tiiiiii fi*riti‘r lui, «fass in dcii liiterviillwi 
,r„ Itiu! j, ttiid jy, ^ und .i.,; , . . Wartlif jy, xy jy . . . 
\<>n Hidrlii'f U(tHchjifVt'id»'il Itnshduai, iIhnn { •'i» f •''a» j. ( i) 

Klinidi d»‘itj lidiidl«' dr.H illn-r der Streckt« (.ij.■ „) sfchciidcii 

Kliicliciifiltickc,'. i'il, diuifi wird «icr «[''«Htmiiti* [idiail der n Stticke, d. ii. 
der lidtidi des Sfilcke.H, welcliCH \ttii dt'r .r Ase, der (‘iirve t/ /'(.i') 
luiti iieiileii 111 iiiitl tj, erricli(i«teit Onliditleu liegreii/.i, ist, diircli 

’i I 

t *1 I l) 

II 

gi’iiliii ilnr|fp;^ti41l, lliifi tiiidwi iiiirli iMirli stiiiii wpiiii iiuiii 

II tiiiii iliilipi ilin Alwrifiiifsii AbÄ^Iiiiitt«' itiirli tlitr Nult liiii 

lifillplillliUi lirr WprtJi liiU* Fliirlir int tliiiüi 

-t i 

t «; .'il/Vs. fl). 

Ntiii Miliil liipr friulirli tlü* Z%iwrluuiwiuiliP Ji^ I | tiiibpkiiiiiii; 

iilipr Mirli iiiirliwiUfiPit, iIiimm iiiitpi* ihr VnriitiHHt^ziitig ibu* ^ 

kpil tiiir Fiitiülitiii /l.rl, ilpnut Kiliflinitigkint wir Hrlmii vomuHgP.HpM 
iiiiliiui, irgiuitl y,wpi Hiiiitiiuut 

^ I i 

I i ^ I f i)» I *#'^11 '}■"■ I t 

ii 11 

ilt iIpiipu I i y I I liplipbigp W«‘rlIiP i 1 i*m fiitrrviillf*« |.i;v » * . i s) 
Itiultnilitii, gpgiui riiiivprginui. 

Um lilüfigititi /|ji gii4itPH in jiHltuii liilprvitlti.i W^rtlip I ii .| i ? 
fllr wpIpIip <lit^ Hiüieliiiiigtui gi'lliui: 

4 i«) * iy'’i0 I > 1 - 1) » 

wpiili 11 ir HIHI «lip „Mit\iiiui!Hrliwiinkiiiig*^ iiiiiprluilti iIpm Iiiiprviit!u ?4 
|.i), iiiiltilirlt: 

/ii»** I I I |) 

mi tiilgl: 

t I »—'i 

"t'" *^ 1 # I-I ^ *'*• "I I I 

II 

ii 1 
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^ n —X 

+ a;2y. + d[f(l2x + l) (-^2. + ^2. + 2)/’(%.+l) 

0 ö 

n — 1 

i^2x4-2)/(l2)« + l) 7 


toid also: 


n —X 

^ (— + X;2x+^^)f{002y + l) 


=2 (— + «>!>'+2)/’(52x+i) — S'2ii (— + 

" (O^ö'^l)." 

Aelmlicli folgt für die zweite Tlieiluiig: 

n — 1 

^ (- i^2x + :^2 x4-2)/'(^2x + i) 


«—1 


w —I “ 

- /= ^ (— aJ2x + a!2;<4-2) f{hy + l) ( ^2y + + 

' (o<r^i)." 

Durch Subtraction der letzten von der vorletzten Gleichung ergieht.sich: 


n — 1 


(7^)^(—+ i^2x + 2)[/(j3?2;^ + l) — /X^2x4-l)] ^^ (—;^2x +%x+2) 

^ (_1^,<1). 


Rechts steht die Summe aus je einem der aufeinanderfolgenden Ah- 
scissentheile multiplicirt mit der grössten Schwankung der auf dieser 
Strecke vorhandenen Ordinatenwerthe. Bei stetigem f(x) wird diese für 
n=^oo^ d. L bei fortgesetzter Verengerung der Intervalle (— 
beliebig klein. Beachtet man, dass damit auch das Maximum a der 
Ojc unendlich klein wird, xmd dass die obige Summe kleiner ist als 
Xq + X 2 n)<^, SO folgt, dass die rechte Seite in (7"^) bei stetigem 
f(x) beliebig klein gemacht werden kann, und dass also irgend zwei 
Summen ( 7 ) bei hinreichend kleinen Intervallen sich von einander um 
weniger als eine beliebig kleine gegebene Grösse unterscheiden; d. h. 
,,die Summen (7) convergiren gegen einander^^ 

Wir können die Bedeutung der Summen (7) noch erweitern. Jedem* 
Intervalle (x 2 x ... x^x+ 2 ) ordnen wir ein anderes (^ 2 h • • ‘ ÜL+ 2 ) zu, welches 
das erste umfasst, mit ihm gleichzeitig unendlich klein wird, sonst aber 
willkiirlich gewählt werden kann, so dass z. B. die neuen Intervalle 
(52 x ».. t 2 >c+ 2 )r (S 2 X +2 • .. ^^+ 4)7 • • • übereinander greifen dürfen. Für 
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diese neuen Intervalle seien jetzt die Grössen genau 

so definirt, wie früher für die alten. Darm bleiben, auch wemi 
a) 2 y.+i in den neuen, weiteren Intervallen angenommen werden, alle 
Schlüsse bestehen, und die Formel (7"^) gilt in der erweiterten Bedeutung. 

Diese Auffassung von (1^) zeigt, dass selbst bei verschiedenen 
Theilungsgesetzen alle Summen Z{~X 2 y. + a) 2 y+ 2 )f(xiy^i) gegen ein¬ 
ander convergiren. In der That, wenn zwei Theilungen mit den zu¬ 
gehörigen Ordinaten gegeben sind, so kann man zunächst sämmtliche 
in beiden Theilungen auftretenden Theilpunkte einer dritten und einer 
vierten neuen Theilung zu Grunde legen. Diese beiden neuen Theilungen 
lassen sich aber sofort mit den beiden alten identisch machen. Dazu 
reicht es aus, allen denjenigen Intervallen der dritten (vierten) Theilung, 
welche aus einem einzigen Intervalle der ersten (zweiten) Theilung ent¬ 
standen sind, gerade die Ordinate zu geben, welche jenem einen Inter¬ 
valle der ersten (zweiten) Theilung angehörte. Nun stimmen die beiden 
neuen Summen mit den beiden alten ihren Werthen nach überein; wegen 
der Wahl der X 2 y-\~i stehen sie unter der erweiterten Form (7); es 
gilt also, wie bewiesen werden sollte, auch hier (7^)# 

Danach ist ersichtlich, dass die speciellere § 2, (5) gegebene De¬ 
finition vollkommen ausreicht. Ferner ist es klar, dass, wenn die 
Summe (6) einen bestimmten Grenzwerth hat, weldher dem Inhalte des 
betrachteten Plächenstückes gleich ist, alle Summen 

(— ^ 2 >£ + ^2H+2)f(p:^2y + l) 
nach demselben Inhalte zu convergiren. 

§ 5 . 

Zu allen den bisherigen Entwickelungen ist zu bemerken, dass 
die unserer Auffassung zu Grunde liegende Annahme, der Inhalt einer 
Fläche lasse sich genau durch Zahlen aus werthen, durchaus nicht frei 
von Bedenken ist. Nur wenn wir von vornherein eine Function F(x) 
kennen, deren Ableitung gleich der vorgelegten Function f(x) ist, 
können wir die Existenz eines solchen Grenzwerthes behaupten. Die 
geometrische Anschauung darf uns nicht dazu verleiten, diese Existenz 
als selbstverständlich anzusehen. Kennen wir eine Function F(x) nicht, 
so führt (6) lediglich auf gegen einander convergirende Reihen von 
Zahlenwerthen, und mit diesen allein dürfen wir rechnen. 

Es ist ferner zu beachten, dass bei unseren bisherigen Schlüssen 
mit grössten und kleinsten Functionswerthen innerhalb der einzelnen 
Intervalle operirt worden ist. Es fragt sich also, ob die Existenz solcher 
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Maxima und Minima otne Weiteres feststellt. Das ist niclit der Fall. 
Ja, es lässt sich, im Gegentheil zeigen, dass hei manchen Functionen 
f(x) die Operation (6) auf Reihen Yon Zahlenwerthen führt, die gegen 
einander convergiren, während die Existenz der Maxima und Minima 
sich nicht beweisen lässt. Im Allgemeinen kann man die Maxima und 
Minima nur finden, wenn die Function sich differentiiren lässt; ist 
dies nicht der Fall, wie in dem Yon Riemann gegebenen Beispiele 
der stetigen Function 


n 



sin X 


dann dürfen wir auch nicht mit ihnen operiren. 


§ 6 - 

Der schärferen und allgemeineren Passung des bisher Gegebenen 
seien eiuige ausführlichere Erläuterungen bezüglich des Grenzbegrilfes 
vorausgeschickt. 

ipini) heisse eine Function der positiven Zahl m, wenn ein be¬ 
stimmtes Eechnungsverfahren festgestellt ist, mittels dessen für jede 
Zahl 1, 2, 3, ... . . der Werth von ^(m) gefunden werden kann. 

Es besitzt dann die Gleichung 

lim ip(m) = 0 

folgende Bedeutung: „Wird eine beliebig kleine positive Zahl r ge- 
„geben, so ist es möglich, eine Zahl M so gross zu wählen, dass für 
„jeden Werth von m, der ^ M ist, \7p(m)\<r wird." Dabei bedeuten 
die Verticalstriche, wie immer im Folgenden, nach dem Vorgänge des 
Herrn Weierstrass, dass der absolute Werth der eingeschlossenen 
Grösse zu nehmen ist. 

Da sich jeder, andere Grenzwerth auf Null zurückführen lässt, so 
kann man bei jeder Grenze die hier gegebene Erklärung zu Grunde 
legen. So z. R erhält man bei 

T - V 7C 

Jim m sin ~~~ = v 7 t, 

wenn man 

M sin - V 7 t — 

setzt^ 

lim ilj(m) — lim sin - V7t) = lim m sin — — V 7 t — 0 
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Es braucht wohl kaum erwähnt zu werden, dass unsere Definition 
der Grenze keineswegs ein beständiges Abnehmen der Function mit 
wachsendem m voraussetzt. So ist 


lim 

Wi = 00 


sin mx 
m 


= 0 , 


obwohl die Function bei wachsendem m auch zunehmen kann. 

Die Zurückführxmg der Grenzwerthe auf 0 geschieht deshalb, um 
allzuzeigen, dass wir keine neuen Begriffe einführen wollen. Durch 
den Limes soll keine neue Grösse definirt werden; wir gebrauchen 
ihn nur, wenn er gleich einer bekannten Grösse ist. — 

Hat man in Bezug auf zwei Grössen zur Grenze überzugehen, dann 
stellt sich die Sache nicht so einfach. Soll 

(8) lim lim ^(r, s) == 0 


sein, so heisst dies, „wenn 

(9) lim ’s) == W(s) 

r =i 00 

„gesetzt wird, dann wird 

(10) lim W(s) = 0^\ 


Bei solchen successiven Grenzübergängen ist die Reihenfolge nicht 
gleichgiltig. Denn es wird z. B. 

lim lim = 0, 

s=co r=oo 

da lim 4 = 0 ist, also W(s) das s nicht mehr enthält, so dass auch 

r= 00 ^ 

lim W(s) == 0 sein muss. Hingegen wird 


lim lim — = oo 

T 

r=CX3 ^=00 


werden. Denn die innere Operation führt unabhängig von dem Werthe 
von f über alle Grenzen hinaus, so dass die Durchführung der äusseren 
Operation keine Äenderung im Resultate bewirken kann. 

Aehnlich ergiebt sich: 


lim 

S==QO 


lim 

J.zs=i QO 


US 4" ßr 
ys + dr 


l. 


lim lim 

r=ac s = o: 


US ß^’ 
ys -f- 


a 

y 


Ein drittes Beispiel liefert uns die Eeihe 


+jr 

Um 2 

J\r=oo‘^^ 


2 sin (2 h -1- l)v7i: 
(2 h -f" 1)^ 


(0 < < 1 ). 


Differentiirt man sie direct, so wird, wegen ihres constanten Werthes 
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+ N 

lim lim 

4 jss=pq ]sf=s=ao 


2 sm(2M 4* 1)«^^ ^ 


0 


werden; wenn man jedocli gliedweise differentiirt und dann erst huiu- 
mirt, so folgt: 

4-iV' 

• lim lim ^ 2 cos( 2 )c + l)v7t, 

iV—00 i)=svo _ 

Diese Summe lässt sich, leicht mit Hülfe Ton 

2 sin 29 • cos(23c + 1)99 = sin( 2 % + 3)99 — sin (2k — 1 ) 9 ), 

N 

^ 2 sin 29 p • cos (2%'4 1 ) 9 ^ = sin(2iV"4 3)^ + (22^4 1)9 

0 

in die Form 

2 sin (2 iV'-j- 1 ) 5ir • cos % tu 

feco 

bringen; das ist aber eine schwankende Grösse^ die z. B. für ^ 

abwechselnd zweimal die Werthe 4 ]^^ —]/2 armimmtj wcmn N 

ganzzahlig wächst. Man sieht also, wie verschieden die Grenz werthe 
sich gestalten können. — 

Schon bei 


lim lim — = 00 

T 

r!=co s=»oo 

stellte sich eine Schwierigkeit heraus, die darin bestand, dass der llcdier 
gang zur inneren Grenze nicht durchgeführt werden konnte, weil eine 
solche nicht besteht. In diesem und in ähnlichen Fällen kann man 
durch Benutzung einer anderen Methode zum Ziele gelangen. 

Soll die Gleichung 

( 8 ) lim lim f(r^ s) = 0 

SsssXi rssaoo 

stattfinden, so kann man auch *• zuerst beliebig gross annohinen, etwa 
gleich N-, damit (8) gelte, muss es dann für r eine Grenze M der Art 
geben, dass für jedes r> M 

I -AO i < 

.wird, wenn tr eine beliebig kleine gegebene Grösse ist. Dies stimmt 
mit der ersten Definition überein, falls (9), (10) bestehen, wi(j loic.ht 
zu erkennen ist. Denn man wählt dann auf Grund von (lO) zunächst 
N so grofs, dass 

iy^(jf)|<A 

wird, und darauf kann man wegen (9) Jfef so bestimmen, dass flir 
jedes r> M auch 
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ist. Die Vereinigung der letzten beiden Ungleicbungen liefert nun 

I N) I < T. 

W^as bier für die Grenzen r = oo^ s = oo und den Werth 0 der 
Krediten Seite durchgefülirt ist^ gilt offenbar in allen anderen Fallen 
einfachen Modificationen. 

So findet man 

lim lim ~ = 0, 

wexm man zuerst r beliebig Mein = q wählt und dann (? so annimmt, 

dass 0 <C Qt ist. Für jedes s ^6 wird 

s s . 

< r . 

r Q 

Dagegen zeigt sich der andere Grenzwerth 

s 

lim lim — == oo , 

s=0r=0^ ' 

indem man zuerst s beliebig Mein = 6 wählt und dann q so annimmt, 
<lass Q <C6r bleibt. Für jedes r < ^ wird 

jL = 

r r r 

Es wäclist also — liier über alle Grenzen hinaus. 
r 

% 

Damit wir nicht gezwungen sind, spätere Entwickelungen wieder 
KU unterbrechen, schalten wir gleich hier noch einige Erörterungen 
tlber den Begriff der Stetigkeit ein. 

Dieser Begriff ist kein ursprünglich arithmetischer, sondern er ist 
aus den Anwendungen der Analysis auf die Geometrie und Physik ent¬ 
nommen. Seine geometrische imd physikalische Bedeutung ist aber sehr 
cTunlcel. Eine Curve ist weder, wie man sie zeichnet, noch wie man 
sie denkt, eigentlich continuirlich; man kann immer nur einzelne be¬ 
stimmte Punkte — körperhch wie geistig — ins Auge fassen. Und 
in der Natur scheint einerseits freilich jede Fernwirkung unfassbar, 
andererseits aber lässt sich ohne Annahme irgend welcher Unstetigkeit 
in der RaumerfüUmig überhaupt keine Ortsveränderung im Raume, 
d. b. Bewegung, denken. 

Tn der Analysis handelt es sich immer nur um die Stetigkeit von 
Functionen. Dabei spielte aber lange Zeit hindurch die geometrische 
Akuffassung der Stetigkeit eine RoUe. So kommt bei Gauss der 
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Begriff Stetigkeit einer Function y von x nur in folgendem Sinne vor: 
,^Grelit X von x^ bis x^, und nimmt y für diese beiden Wertbe der 
,^Variablen die Werthe y^ und y^ an, dann giebt es zwischen x^ jedes- 
„mal ein x\ für welches die Function den zwischen y^ und y^ beliebig 
„gewählten Werth y' erhält.^^ Es ist dabei an eine Curve gedacht, welche 
die beiden Punkte y^ und (x^^ y^) mit einander verbindet und in 
ihrem ununterbrochenen Laufe den Verlauf der Functionswerthe darstellt. 

Statt dieser geometrischen Veranschaulichung wählen wir eine rein 
analytische Definition: ,jf(x) heisst bei einem bestimmten Werthe x 
„stetig, wenn ein von Null verschiedener, beliebig kleiner, aber end- 
„licher Werth von h bestimmt werden kann, für welchen die XJn- 
„gleichung gilt: 

\f(x + }i- s)— f(x) I < r 
(— 

„wo T eine beliebig kleine, gegebene Grösse bedeutet.^^ 

Wir benutzen ferner die folgenden Begriffe und Definitionen: 
„Eine Function f(x) heisst in einem Intervalle gleichmässig 
„stetig, wenn nach Annahme des tr^ein und dasselbe endliche h die obige 
„Bedingung für-jedes x des Intervalles erfüUt.^^ 

„Eine Function heisst in einem Intervalle imAllgemeinengleich- 
„mä^ssig stetig, wenn die Gesammtgrösse aller Intervalle, in denen die 
„Bedingung gleichmässiger Stetigkeit nicht erfüllt ist, sich mit t gleich- 
„zeitig der Null nähert, also kleiner wird, als eine vorgegebene, beliebig 
„kleine Grosse.'^ Der Ausdruck „gleichmässig stetigist zwar nicht 
glücklich gewählt, weil eigentlich nur y = ax h gleichmässig stetig 
ist, doch woUen wir ihn als eingebürgert beibehalten. 

§ 8 . 

Wir kehren jetzt zur Betrachtung der Integrale zurück und fassen 
zimächst die Ergebnisse der ersten Paragraphen kurz zusammen. 

Wir sahen, dass, „wenn die Function f(x) in dem Bereiche von 
bis X 2 n=^ 00 eindeutig und stetig ist, oder wenn sich in diesem Inter- 
„vaUe der Differenzen-Quotient dem Differential-Quotienten gleichmässig 
„nähert, dann alle Summen 

n —1 

0 

„und insbesondere die Summe 

0 


( 5 ) 
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^,mit wadisendem n und abnehmender Grösse der Intervalle 
gegen einander convergiren/^ Giebt es ferner eine Function F^x), 
deren Ableitung == F'{x) gleich der gegebenen Function f(x) ist^ 

dann wird 

n — 1 n 

(' 9 'j l™ 2 ^ = lim 

\*^/ n — co Q n = co Q 

= F(x) — F{x;). 

Für die linke Seite von (9) schreiben wir in der jetzt üblichen, 
von Fourier zuerst benutzten Bezeichnung: 

X 

J f(x) dx , 

Xq 

so dass wir erhalten: 

X 

(9*) Jf(x)dx = F(x) — F(Xq) . 

Xq 

Aus § 4 ergiebt sich, dass die notwendige und hinreichende Be¬ 
dingung für das Convergiren aller Summen (7) gegen. einander durch 

n —1 

lim ^ (— X 2 yc + X 2 x+ 2 )^x = 0 * 

gegeben ist. So wurde sie vonRiemann aufgestellt. Aber dieser Satz 
ist im Grunde nur eine Identität; damit lässt sich nichts anfangen; 
wie überhaupt die Erkenntniss nur fortschreiten kann, wenn man mehr 
voraussetzt, als nöthig ist. Wir wollen eine nur hinreichende, aber 
inhaltsreichere imd leichter festzustellende Bedingung einführen. 

Diese soll so formulirt werden: „die Summen convergiren, falls 
yjf(x) eindeutig, im Allgemeinen gleichmässig stetig ist, und falls sich 
,,eine endliche Grösse M angeben lässt, unter welcher aUe Functional- 
„werthe des Bereiches bleib en.^^ « 

Die Bestimmung einer solchen Grösse M ist mitunter auch dann 
möglich, wenn der Nachweis der Existenz von Werten |, innerhalb 
(^^ 2 ;«... ^ 2 x 4 - 2 ); für welche Maxima und Minima im Intervalle auf- 
treten, nicht möglich ist; so z. B. bei dem schon in § 5 angeführten 
Riemann’sehen Beispiele: 

00 

n/ \ sin m^x 

- 

1 

Sind unsere Voraussetzungen erfüllt, dann nehmen wir eine be- 
hebig kleine Grösse r an und können darauf eine Grösse h so bestimmen, 
dass im Allgemeinen 
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I f{x + — f{^) I < 1 ^ ^ 1) 

wird. Die Summe der einzelnen Bereicke, in denen diese Beziehmig 
nickt giltj werde durck T bezeicknet; mit abnekmendem t nimmt 
auck T nack Null ab. Die Bereicke^ in welchen die obige Beziehung 
gilt, tkeilen wir in Intervalle • • • 0 C 2 y.~\.^, deren Ausdehnung die 
Grösse h nickt übertriflPt, und wählen in jedem Intervalle zwei beliebige 
Wertke dann ist 

— (— Xiy. + Xiy^i)T < (— Xi,. + XiyJ^i){f{Xi, + -i) — f{Xiy+x)) 

<C '4" (- OSiy -f- 

und also für die über alle Intervalle dieser Bereiche erstreckte Summen 

{x X^t < ( X 2 x^ X^yj^^ (/(^ 2 x+l) /(^ 2 )« + l))<“|“(^ — x^^t - 

Für jedes einzelne Tkeilcken {x^i ... des Bereiches T ist 

— (— X2X + X2iJ^^)'2MX2X + X2XJr^(f(xn-^^ — fix^j^y)) 

< + (— ^2X + ^ 2 ^ 4 - 2 ) • 2Mj 

da ja jedes f{x) kleiner als M ist. Für die sämmtlichen Intervalle auf 
(rTo.. . x) erhält man, da ^^ 2^+2 — X 2 x<h ist, durch Addition 

rt —1 

(x Xq)t 2M-h ( Xi, + a; 2 x+ 2 )(/’(aJix+i) — f(Xi,j^i)) 

oder <+(x—x,)t + 2M--hl 

n —1 

I ^( x^x + ^2z+2)(/’(a:2x+i) — /‘(a;2"x+i)) | < — * 0 )’^ + 2MT'. 

Lässt man. nun r und damit T nach Null hin gehen, so folgt aus 
der letzten Ungleichung der zu beweisende Satz, nämhch dass alle 
Summen (7) imter den gemachten Voraussetzungen gegen einander 
conTergiren. 

‘ § 9. 

Wir wollen jetzt ahkürzend 

n 

^ 4 ^x + « 2 *+ 2 )/’(a;L+i) = &2'‘f(x)xJx (xi„ = x) 
schreiben und dann nackweisen, 

1) dass @ auch wirHich das Integral der' Function f(x) nach der 
Euler’schen Definition darstellt, d. h. dass 

^ iXi„=x) 

^ n =300 ' 

ist; und 
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2 ) dass das Integral des Differential-Quotienten einer Function F(x) 
auch wirklich wieder die Function F{x) — F(x^) darstellt, d. h. dass 

ii„ izp. _ 

n = CO ^ 

wird. 

Dabei ist der Limes in Beziekung auf n immer so zu verstellen^ 
dass die Anzakl der Theile wächst und die Ausdehnung der einzelnen 
Theile abnimmt. 

Wir wollen zuerst den Nachweis für die zweite Behauptung unter 
der Voraussetzung liefern, dass der Differenzen-Quotient von F(x) sich 
im ganzen Intervalle (Xq . . . x) dem Differential-Quotienten gleichmässig 
nähert. Ich nehme zunächst eine beliebig kleine Grrösse an; dann 
kann ich das Intervall in Theile (x^y. .. . ^^ 2 ^+ 2 ) solcher Ausdehnung 
zerlegen, dass für einen jeden . 

^ "k -^(^ 2 x 4-1 ^ 2 x+l) ■^(^ 2 ;;+ 2 ) ^i^2y) ' _ 

^2;^ + 1 + ^2k+1 ^2>.+2-^2>c 


ist, wenn nur X 2 y~i~i + ^ 2^+1 und a; 2 x+i — d 2 x+i innerhalb (^ 2 x-*-^ 2 Ji 4 - 2 ) 
liegen. Multiplicire ich diese Gleichung mm mit (x^y.^^ — O 02 y) und 
addire für alle so folgt 


'F, (— + ie 2 x+ 2 ) Hm 

0 


+ ~-^(^2x4-1 + 


(J, J'=:0 




+ ^2 


2x + l 


= Xi (- ^ 2 h + ^2x4-2) ’-r'^o ^ fx(^2x4-2 

‘^2x4-2 *^2 >f () 


0()2x) 


oder 


n —1 . 

^ ( - ^ 2 y + ^2>f4-2) = -^ C ^) -^(^0) + ^0) 

0 ■ 2x4-1 

(- 1 ^ ßx ^ -f- 1) 

und folglich 

lim ^ = F(x) - F(x,) ; 

^ = 00 

und das ist der zu beweisende Satz. Der Beweis beS-uht auf gehöriger 
Verkleinerung der einzelnen Theile (—ir 2 x. * • ^^ 2 x 4 - 2 )? während über 
d, ä' keine besonderen Voraussetzungen getroffen wurden. — 

Die im. ersten Satze ausgesprochene Behauptung können wir auch 
so förmuliren: „Der Differential-Quotient des Integrals nach der oberen 
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,^Grenze ist gleich dem Integranden.^^ Ausführlich geschrieben lautet 
die Formel: 


* lim 

d, (J' = 0 




= fi«>) ■ 


Hier ist die zweite Summe durch ein anderes @ bezeichnet als die 
erste, um den Anschein zu vermeiden, als ob bei ihr dieselbe Eintheilung 
vorausgesetzt würde wie dort. Führen wir die Summen ein, so können 
wir die linke Seite auch folgendermassen schreiben: 


'~' m —1 

lim lim ^ (~ + a; 2 x+ 2 )/’(a: 2 x+i) 

(J'srsO ?w, n = O0 ® “t“ ° 

n —1 ~ 

-( ^2;i4“^22 + 2)/(^2;i + l) ; 

0 

wobei x^m = ii? + d; X 2 n = ^ — d' gesetzt werden muss. Wenn wir 
jetzt die Annahme machen, dass f{^ an der oberen Grenze stetig ist, 
dann können wir d, d' so wählen, dass die Functionalwerthe innerhalb 
(x — d'. .. iT + d) sich von einander um weniger als unterscheiden. 
Dabei ist r eine beliebig kleine, vorher gewählte Gröfse. Ist dies ge¬ 
schehen, dann können wir in der ersten Summe die Eintheilung von 0 
bis X — d' so wählen, dass die zugehörige Partialsumme sich von 
der zweiten Summe um weniger als eine beliebig kleine Grösse 
unterscheidet. Hierzu reichen unsere Voraussetzungen aus § 8 hin. 
Endlich wählen wir dann. nnd jetzt folgt, dass unser obiger 

Ausdruck sich von f(x) um weniger als 

^ [(«j + +10 + ^o] - m = 

unterscheidet. Nehmen wir = ■|r(d + d'), so ergiebt dies r. 

Damit ist auch der erste Satz.bewiesen. Man bemerke aber wohl, 
dass man hier gleich anfangs über die Grössen d, d' verfügen musste 
und zwar, ehe man zur Festsetzung der Grösse der Intervalle schreiten 
konnte, während bei dem Beweise des zweiten Satzes d und d' nicht 
besonders berücksichtigt zu werden brauchten. In beiden Fällen haben 
wir einen doppelten Grenzübergang; das wird nicht immer genügend 
beachtet.- Allerdings geht in der abgekürzten Schreibweise 

X 

lim == ff(x)dx 

n=iao ® t/ 

Xq 

der eine Limes unter; vorhanden ist er aber. In dieser Schreibweise 
lauten unsere Sätze: 
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J‘f{x)dx — fix) 

Xd 

und a; 

f^^dx=^F{x)-F{x,). 

Xo 

Durch den gelieferten Nachweis haben wir den früheren Euler’sehen 
Standpunkt mit den modernen Anschauungen vereinigt. Wir werden 
uns weder ausschliesslich der einen noch der andern Integral-Definition 
anschliessen, sondern wir behalten uns vor^ beide je nach Bedürfniss 
zu benutzenj da hierdurch Schwierigkeiten vermieden werden kömien, 
die^ wie wir bald sehen werden, sonst auftreten würden. 

Wir können endlich noch eine Darstellung des Integrals geben, 
die des Interesses nicht entbehrt. 

Jedes Griied 

(- X2y. -(- l) 

unserer Summe © ist nämlich selbst wieder ein Integral 

=l^f(Xiy.+i)dx, 

wenn f(ir2x+i) iui Integrationsintervalle als constant angesehen wird. 
Definiren wir also eine Function f^{x) der Art, dass sie zwischen x^y, 
und ^^2x4-2, die obere Grenze eingeschlossen, den Wert 4.1) besitzt, 
dann erhält man 

n—l ^^2^4-2 

€:;f(x)jx==^^Jf,{x)dx. 

Das litiTrs angegebene Integral bestellt somit aus einer Summe von Inte- 
■gralen, bei denen die Functionen unter den Integralzeichen längs der 
einzelnen Teile des Integrationsintervalles constant sind; man erhält 
bei einer geometrischen Darstellung des Yerlaufes der Functionswerthe 
statt der Curve eine gebrochene Linie, die abwechselnd der Ahseissen- 
und der Ordinaten-Axe parallel läuft und bei beliebig weit fortgesetzter 
Theilung des Intervalls in immer mehr Punkten mit der durch y = f{x) 
dargestellten Curve zusammenfällt. 

O ' 

§ 10. 

Aus den angegebenen Sätzen folgt ohne Weiteres die Beantwortung 
der Frage, ob die Euler’sche Aufgabe mehr als eine Lösung znlässt. 
Man kann nämlich feststellen, wodurch sich zwei Functionen, deren 

Kronecker, Integrale. * ^ 
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Differentialquotieüteii einander gleicli sind^ von einander unterscheiden 
können. Soll sowohl 


dF{^ 

dx 


■ /(*) als = fix) 


sein, so ist 
und 




dx 


^291 


lim 

WZ=Q0 . 


i [!?’(*) — ®(a:)] 


dx 


0 iX2n = ^)^ 


Der Ausdruck hinter dem Limes nähert sich nach § 9 der Grenze 
F{X2n) — F{X^ — ^{X2 n) + ^(^o) ? 

wenn sich der Differenzenquotient der Function F(p[^ — <^(x) im All¬ 
gemeinen gleichmässig dem Differentialquotienten derselben nähert. 
Dann ist also, wenn man x für einsetzt, 

Fix)^^{x)-^{Fix,)-^ixf)\, 

d. h. die beiden Functionen unterscheiden sich nur durch eine (kon¬ 
stante von einander. Unter der angegebenen Voraussetzung gieht es 
mithin im Wesentlichen nur eine Integralfunction. 

Auch die folgenden Fundamentalregeln der Integralrechnung er¬ 
geben sich leicht: 

I) Es ist 

b c 0 

(10) J f(x)dx +J f(x)dx —J f(x)dx, 

a ö a 

vorausgesetzt, dass 

lim ®^f(x) Jx — FQ)) — F{a) , 

n== 5 o 

Um &Jix)Jx = Fic) — F(h) 

n = oo 

gesetzt werden kann; denn in diesem Falle ergiebt sich die Identität 

F(h) — F(a) + F(c) — FQ)) = F(c) — F{a) . 

II) Unter ähnlichen Voraussetzungen erhält man 

b b b 

(11) J q)\x)dx -f- J*tp'(x)dx =^J Wi^) + '<p'(x))dx , 

a a a 

da die Integration wieder die Identität liefert: 

(9(6) — 9(a)) + i^Q)) — ■>l>(a)) == (9(6) + ■>!)()))) — (^(a) + ^(«)) 



G-rundregeln. 


19 


( 12 ) 


lH) Die Richtigkeit der Grleichung 



ist nacli unseren beiden Definitionen evident, wenn c constant ist. 

IV) Ferner sieht man, dass 

b a 

( 13 ) J f{x)dx = ~j f'(x)dx 

a b 

ist; denii man erhält hierfür 

V) Integrale kann man durch Einführung anderer Variabehi bis¬ 
weilen Yorteilliaft umgestalten. 

Fülirt man in 

J 9 {y)^y = 

Vo 

wo Gr(^y) die Integralfunction von g(jj) bedeutet, die neue Variable 
X durch 

(p(x) = y, (p(x,) = y^ 

ein, und ist hier y eindeutig durch rr, und ebenso x eindeutig durch y 
bestimmt, daun wird nach der ersten Definition der Integrale 


**’2 ri 

gx == G(q}(xu)) — G{cp{x^) ; 

Xo 

rechnet inan links den Differentialquotienten aus und kehrt rechts zu 
y zurück, dann entsteht 

^ 2 « ^2 n 

( 14 ) ^ ^ • 

Xa Ho 

Die Amwenduug der zweiten Definition liefert dasselbe Resultat. Denn 
es ist 

n — 1 

^ (— y^x + yi>i+^)9{yix+i) 

( 14 *) 0 

71 -1 

= 'S + (piXi^+2))gi<p(a:iy.+i)) . 

0 

Hierin aher lassen wir 2 / 2 x+i und damit ^2;«4-1 vorläufig in den erlaubten 
Grrenzen noch unbestimmt. Weil nun, wie aus der Differentialrechnung 
bekannt ist, 


2 
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g)(pC2y.J^2) <p(^y^ = (^2>: + 2 x) 9"(Sax-4-1) 

gesetzt werden kann^ wo ^2^+1 einen passenden Mittelwerth zwischen 
und 0:2x4-2 bedeutet;, wenn q)(x) innerhalb (xQ...002n) gleichmässig stetig 
ist, so kann o:2x4-i == ^2x4.1 gesetzt und «/24-1 = 99(0:2x4.1) daraus ein¬ 
deutig bestimmt werden. Hierdurch entsteht 

7t — 1 n —1 

'^(-2/2x+2/2x + 2)f/(2/3,.+ l)= ^ i—X.^,-jrX2x + 2)q>X^2><+l)ff(9(p‘-‘>^+^)h 

0 


0 


und dieses Resultat stimmt mit ( 14 ) überein. 

Insbesondere folgen aus unserer Poi'mel die Gleichungen: 

b 


( 15 ) 


0 c 

J^{^äx — cj f{cx)dx^ 


64 “ 


( 16 ) Jf(x)dx —f fix — 6 )dx . 

a a-f-c 

In die Formel ( 14 "^) setzen wir statt g{(p(x)) ein fix): 

( 17 ) lim ^ (■— (p(x2y) + (p(x2y.j^2))'ip(0C2y.-\~i) = / (p{x)figi)dx . 

Hier unterscheidet sich die Summe links von der bei unserer zweiten 
Definition auftretenden dadurch, dass (— 0:2 x + a:2x4-2) durch die Dihe- 
renz zweier Functionalwerthe (—9)(a?2x) + 9 p(:^2x 4-2)) ersetzt ist; ( 17 ) 
liefert also eine Verallgemeinerung jener Definition. 

Endlich machen wir von der Transformation noch folgende, häufig 
zu benutzende Anwendung. 

Es sei f^ix) eine gerade und f\ipG) eine ungerade Function, d. ]i. 

Ui— «) ==/o(^); fii- a;) = — fiix)^ 

führt man dann in 

+ a 4*^ 

Jf^(x)dx, J f^(x)d3 


tx 


statt X ein *— so folgt, wenn man statt y wieder x schreibt, 

4“« —« —ct 0 

jfa (x) dx =J (— x) d{—x)=- —J fo (x) dx=Ju (x) dx , 

0 0 0 —a 

4“« —a —a 4“<* 

J f^{x)dx == J'fii — x))d( —iij) = 4 f^xix)dx = —J U(x)dx 

—a -\~a —a 
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und man erliält also 

ft ft 0 ~j~ ii 

jf^{x)dx --= ~ (^jfo(x)dx + Jf,(x)dx^ = ~Jf^(x)dx ; 

0 ü —a —(t 

und 

^ f^(x')dx = 0 . 

— a 

VI) Von grossem praktisclieii Nutzen ist der Satz über partielle 
Integration; wir können ihn unmittelbar aus der bekannten Diffe¬ 
rentialformel 

d{g)(x)xlj(x)) = f(x)d'ilj(x) -f- 'il;(x)d(p(x) 

ableiten, indem wir sie zwischen den Grrenzen a und h integriren: 

b 0 

(18) J(p(x)dtp(x) = ((p(x)ip—J t(x)d(p(x). 

(I a 

Durch die Substitution 

X 

ij'ix) = W(x ); = I W{x)dx 


erhalten wir die neue Form: 


0 X O X 

( 19 ) J (p(x)W(x)dx = (^q)(x) J W{x)do^ — J (x) J W(x)dx"^ 


dx . 


Denselben Satz leiten wir mittels der zweiten Definition her, indem 
wir in die von Abel stammende, noch häufig zu benutzende Identität 

n — 1 n — 1 

+2 a^-i(by. — h-i) = — 'S K — ay.-i)by. + a^-ibn-i 

1 l 

einsetzen: 

• Q/y^ = <p (x^ai) j ^y, = t^(.'3/2x) 

und die entstehenden beiden Summen gemäss ( 17 ) bei wachsendem n 
in Integrale übergehen lassen; dabei resultirt 


^ 2 n ^ 2 ?i 

g}(xi) 4 !(x„) + J"<p(x)dif(x) = — J■ilj(x)dq>(x)-j- g}(x2n-i)'>lj(x2n-2)■ 


Hier kami man, da die Theilpunkte beliebig nabe an einander gerückt 
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werden, statt eintragen und statt X2n—i und 2 jedesmal ; 
so folgt denn: 

^271 “^ 2 « 

J(p(x)dili(x) {(p(x)t(x))2“ —Jip(pc)d(p(x) , 

Xq ^0 

und dies ist bis auf die Bezeichnung der Grenzen mit (LS) idcmtiscli. 


§ 11 . 

Wir wollen jetzt an einigen Beispielen zeigen, wie sich unser @ 
der Integralfimction nähert. 

1 ) Bei f(x) = erhalten wir, fall§ — wie es gestattet ist — das 
Intervall (x^ -. . x) in gleiche Theile getheilt wird, die Summe 


3 ü ~ 

n 


./+ (^ 0 +^)-+ + 2 ^-=-^^)-+... + + 


w L ^ ^ n 2 ‘ ^ \ 3 2 ' ( > / 

= {x — + (« — ^1 — —^ + (« ''»■« + c,,,.-) ’ 

imd diese wird für n — oozu 

(x — a;„)a;o- + {x - x^j^x^ + i (a; — a;„)« = 1 (r‘ — . 

Wir erhalten also durch Summation als Integral 

o 

X 

J xHx = F{x) - F{x,) = l- (x^ - X^'). 

Xo 

2 ) Bei fix) == cos x ist zu bilden: 

(^0 + 

+ ^Xq + 2 -\ -h cos + (w — 1 ) ® 17 -. 

Da aber die Summe 

cos «c + cos (« + ®) + cos (« + 2 i;) + .. . + cos (a + (n ~ 1 ),;) 

. n'v 
sin — 

= cos 

Sin — ^ ^ / 

2 

ist, so wird der obige Ausdruck zu 
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. 'X — X,. 

sm - - --- 

V X — X(. 2 

lim - - cos 

. X - Xn 


( , n — Ix — x..\ 

(^■« + -2 .. 


sm ~ 


2 m 


.V . X - X^. X + Xn 

==* 2 sm —“—cos - - ^ —- = sm x — sm x ,., 
und wir bekommen in diesem Palle den Werth 

X 

j cos X dx = F(x) — F(x^^ = sin x — sin . 


Hierbei sei erwähnt; dass die aus 

lim {cp (m) — -ijj (n)) — 0 

= oo 

folgende Gleichung 

lim <p(n) = lim ilj(n), 

== CO =! CO 

falls (p(n) nicht schon gleich ist^ von Paul du Bois-Keymond 

eine ^^inlinitäre Gleichung^^ genannt wird; dieser Ausdruck bedeutet also^ 
dass sich^ wenn n hinreichend gross gewählt wird^ 90 ^) um 

beliebig wenig von einander unterscheiden. 

3 ) Es sei /'W ~ 5 dann folgt aus der Euler’sehen Definition: 

J = log ß — log a. 

a 


Ist ß = cc — 0 ^ so stellt die Differenz rechts in 

1 

J ~ == log 1 — log 0 

0 


keinen angebbaren Werth dar. Die in den ersten Beisi^ielen durch¬ 
geführte Methode, die Integralfunction zu finden, können wir hier nicht 

mehr anwenden, da -- für x — O nicht mehr unter einer zwar be- 
liebig grossen, aber doch endlichen Grösse bleibt, also auch 


X 


keinen angebbaren Werth besitzt. Nimmt man hier statt der unteren 
Grenze 0 eine beliebig kleine. Grösse d, so hat die Gleichung 

lim lim ^ Jx — lim (log 1 — log d) = — lim log d 

Gültigkeit, und man erkennt, dass mit auch der negative Wert des 
Integrals über alle Grenzen wächst. 
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4 ) Bei f{x) == -i: hat man zuiiäclist Eindeutigkeit herzu,stoUciii, 

fctJ 

Dies geschieht, indem man ein bestimmtes Vorzeichen der Quadratwurzel 
als geltend festsetzt, z. B. unter Verwendung der Weiorstrass’seheu 
Bezeichnung Woo \. 

Soll jetzt 


./■- 


dx 


Vx 


gebildet werden, so stellt sich an der unteren Grenze dieselln^ Schwierig 
keit ein, wie im vorigen Beispiele. Wir bilden mm wieder wi(! olxui 
den Grenzausdruck 


a 



6 


= lim lim 

d=:0 \ yX \ 

= lim 2 { ll/a I -- I j/d' I } 
6'=0 


= 2 i Ya I . 

Hier ist der Integralwerth gleich dem Gre.nzwcrtlie eines SiLimumu 
grenzwerthes. Wollte man nach der Dirichlet’schen Anschauung das 
Integral (wie es nach unseren Auseinandersetzungen niclit möglicdi ist,) 
mit einem Flächeninhalte imd daher mit einem Summengrenzwcrtlu^ iiUui- 
tificiren, so wäre es überhaupt kein Integral zu nennen, sondern nur 
der Grenzwertli eines solchen. Hie mann nennt in dcu’ Tliat, indem o.r 
nur auf die Summeii-Darstellung Rücksicht nimmt, dies Integral „ein 
imeigentliclies^^ 

Wir Imüpfen hieran noch zwei Bemerkungen: 

Der letztbehandelte Pall hat uns gezeigt, dass die Eultu'’scbe 
Definition eine weitere Auffassung des Integralbegriöes lie.fiu't, a,ls die 
neuere; und wie wir schon erwähnten, ist es von Nutzen, beide Dtdini" 
tionen neben einander beizubehalten, um die eine nöthigentälls durch 
die andere modificiren zu können. 

Ferner beachten wir, dass die durch einen unendlich gross(ui 
Functionalwerth eingetretene Schwierigkeit, der wir oben l.)egegnet(Ui, 
sich mitunter durch Transformation des Integrals heben lässt. Füliren 
wir im letzten Beispiele eine neue Variable y durch 


y =^\Yx 


ein, dann erhalten wir sofort die Umformung in ein „eigentliches Integrak^, 


a 

/i 


dx 

y'x 
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Wollten wir dagegen im dritten Beispiele bei 

1 

ptx 

J ^ 

0 

ähiilicli verfahren^ indem wir 

y == log oc 

nehmen, so würde nur eine Schwierigkeit durch eine andere ersetzt 
werden^ indem die untere Grenze gleich — oo zu setzen wäre. 

Können wir ein „uneigentliches^^ Integral, wie es in 4 ) behandelt 
ist, durch Transformation in ein „eigentliches^^ umformen^ so legen wir 
ihm den Werth desselben bei. Umgekehrt kann jedes „uneigentliche 
IntegraF, welches überhaupt einen Sinn hat,, durch eine geeignete Trans¬ 
formation in ein „eigentliches Integrah^ umgewandelt werden. 



Zweite Vorlesung. 

Differentiation des Integrals nach einem Parameter. — Doppcd-lntegniD 
gration eines Integrals. — Vertauscliung der Integrations-Iolg(‘. hixirung d<*s 
Integi'ationsbereiches. — Transformation des Doj^pel-Integrals, Ih'na'linuiig de.*^ 
Walirsclieinlichkeits-Integrals. 


§ 1 . 

Wir wollen jetzt das Integral 

•10 

Jfv, i{)dx 


imter der Voraussetzung^ dass Uj v, w Functionen eiinu* VariaJ)l(ni / 
seien, nach diesem t difierentiiren. Aus der Erklärung des Diilereniial 
Quotienten als Grenzwerthes des Dilferenzen-Quotienten folgt: 


tj= lim ~ f(xj u + ^%i)dx — j /‘(ri;, u)<(x 

V ^ 0~\-J V 11 

= lim ~ — J f(x, <^u)dx--\~ J f(xj u -f- Jn)(lj 


+J (/'(*) — 


Wenn nun f(x, als Function von t in der Nähendes W(^rihes iTir 
welchen differentiirt wird, gleichmässig stetig ist, dann untersedunden 
sich f(xj ii + ziv) und f{Xj 'd) beliebig wenig von einander, und 

f(ÄJ, li, + Zu) — f(x^ u) Zu 
Zu Zt 

nähert sich somit dem Werte 

df{x ^ u) du 
du dt ’ 

wenn ferner /*(^, 'iQ zugleich als Function von x stetig ist, dann nälu^rii 
sich die beiden ersten Integrale der letzten eckigen Klammer den Werthen 
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• f(v, u) und zlw ' f(wj 'u), und man erhält also unter den gemachten 
"V" oraussetzungen : 


/* ^ 

( 1 ) ») |i + u)^+JIji;., u) . g <!=.. 

" ö 

Sind V und Yon unabhängig^, dann Yereinfacht sich die Formel zu 

• dx. 




§ 2 . 

Wenn wir die Integration eines Integrals nach einem Parameter 
Yornehmen wollen, etwa 

«I ifx 

Jdxjf(x, y)dy, 

. Uo 

SO betreten wir damit das Grebiet der Doppel-Integrale. Wir wollen, 
einer äusseren Systematik zu Liebe, dem nicht aus weichen, sondern 
wielmehr die Methoden, welche der Theorie der Doppel-Integrale ent¬ 
stammen, auch in der Theorie der einfachen Integrale Yerwerthen. 

Wir definiren: 


( 2 ) 


'£ 7 ) 1 , Zn 

j j fip, y)dxdy 

•Io Vo 

= lim lim ^ fXx2y.+i, y2x+-i)(xiy.+2 Xiy){yt 




m=O0 « = 0O = l 

2.=:Q...n —1 


oder auch, den Anschauungen der ersten Vorlesung gemäss, 


J J fipj y)dxdy = lim. ^ J fipo^y+i, 2/)(.'r2z+3 — Xiy)dy . 


Natürlich muss, damit diese Definitionen eine reale Unterlage besitzen, 
f(Xj y) bestimmten Beschränkungen unterworfen ‘werden. Erstens muss 
f(Xy y) innerhalb des Integrationsgebietes, d. h. für alle Werthepaare 
Xj y, für welche 0Gq<x^ 2 /o ^ 2 / ^ 2/2n ist, eindeutig bleiben; und 
zweitens müssen gewisse Stetigkeitsbedingungen erfüllt sein. Wir setzen 
voraus, die Function solle gleichmässig oder auch im Allgemeinen gleich- 
massig stetig sein, 
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Unter der Stetigkeit Ibei zwei Variabein verstehen wir hier Folgendes: 
y) Werthepaare y stetig, wenn ein von 

„Null verschiedener, beliebig kleiner, aber fester Werth von h besteht, 
„für welchen die Ungleichung gilt: 

\f(x-^h‘ 6 ,y + h-€) — fix, y)\<r 

„wobei r eine beliebig kleine, endliche Grösse bedeutet/^ 

„Eine Function fix,^j) heisst in einem Intervalle o; < 5 

^y±n) gleichmässig stetig, wenn nach Ainiahme des % oin 
„und dasselbe endliche h die obige Bedingung für jede Stelle x, y d(^s 
„Intervalles erfüllt/^ 

„Eine Function f(x, y)' heisst in dem Intervalle im Allgemeinen 
„gleichmässig stetig, wenn die Gesammtfläche aller Stellen, welche 
„aus dem Gebiete ausgeschlossen werden müssen, um die Function im 
„Restbereiche zu einer gleichmässig stetigen zu machen, sich mit r 
„gleichzeitig der Null nähert/^ 

Für die Convergenz der Doppelsumme ( 2 ) ist es hinreichend, dass 
im Bereiche XQ^x^X2un y,)^y die Function f{;x,y) .im All¬ 

gemeinen gleichmässig stetig sei, und dass die Werthe fix^ y) imtiudialb 
einer angebbaren, endlichen Grenze M bleiben. Der Beweis hicud'ür 
läuft dem in § 8 der ersten Vorlesung gegebenen so vollkommen parallel, 
dass wir ihn hier übergehen können. Die Aufsuchung der nothwiuidigtm 
und hinreichenden Bedingung würde zu der Einsicht führen, dass mit 
zunehmender Verkleinerung der einzelnen Intervalle 

iX2y. . . . X2y.^2 5 2/2^ • . • ?/ 2 ;i + 2 ) 

die Summe der Producte aus i—X2y + X2y,+2)i—yn + yu~\^^f) und der 
Masimalschwankung der Function innerhalb des zugehörigen Rechtt‘cks 
behebig klein mufs gemacht werden können. Dies ist mit verämhirtem 
Worten die Riemann’sche Bedingung auf zwei Variable übertrag(m. 

Wir haben uns bei den jetzigen Betrachtungen von. der Forderung 
gleicher Theilintervalle emancipirt. Wir dürfen noch weiter gehem und 
auch von der Eintheilung in die Rechtecke mit den Seiten ix^y ... .x‘2x+ij), 
iy%i • . • 2/22+2) absehen. Denn wir haben hier zwei Dimensionen zur 
Verfügung und können daher die Änderungen nicht nur an der Grüss(3 
sondern auch an der Gestalt der Theile vornehmen. Ja die Eintheilung 
braucht nicht einmal das ganze Gebiet zu erschöpfen; es reicht aus, 
dass die Summe der Producte aus allen ausgeschlossenen Stellen in die 
grössten zugehörigen Functionalwerthe nach Null convergirt. 



^Vir iJtiti «In* Ifiir^'raiioii 

* t '^1 

> , Sä , 

Aii|4Tiil nfluiuai. l<Is s<*i fp{.r^ f/} dio h»i(‘^’i‘}ili’un(*di<)n 
/\‘^\ //n/// V(Hi q)(.r, Dann ist; 

f<f.rj/\.> . inifil ^ I (/'(.<■, //,) (/(.f, //„) !(/.(■ 

I I , 

■ , //,) '/,) , y/„) 4 - 'X' 0 r,„ ?/„) . 

Dt iiluilifli tli«* Int«*gnilf\audion vnii /'(.r^ v/)f/.r und //) 

dii’jinuf^i» vini dann wird 

J'^d l\.r,ll)(l.f I \l;'(.l,, ll) ll)\(/n 

'S. f.. 

, //, ) . //„) nn-<\n Hl) -l - ■'/'■(■'o; Pn) ■ 

Tili dinnn iH^tclmi !{i\Hu!t4itt' zu \nrgltdtduuij dinVrnntiirnn wir sin inudi 
dunu i*txD»ld dt«^ f»rHtn Dlniiduüt^(^ narh § U von Vorl<‘smi<j;’ I 


/ /'t', //)"'.'/ 


«lU.r, , 

t 


r'.r, 


/Ad 


iiiifl dii* niii’h § 1 «üoHor Vorlnsuni^ 


j f{j , 


r aj, //,) 
r J.*, 


r*r, 


/Ad 


Ain^ <lor Cllnii*li!ii*ii dor !iitk«ui folgt <ltn dnr rorliinn H(dinn^ und alsOj 
uiuin nniu a'| iiIh variabnt dnitki, nach dem orHitm Hatzte a,us § Dt 

<ier erst-on Vtirlestnig* diiH.H die beiden Ausdrde.l«^ 

«1^ I j-j ^ //j I 0 (j;,» //j) i , jfj + !h^ ? 

//j I mj',. //ij //,,) 

^iicli nur utti «*iiit‘ <*unHtanle \oh einander unimvscJndden könmui. Dic^se 
CAniHf.aHto iniiiHi4 hier «len Werth ü hiibeUj, da beide Aiisdrilcdcc^ für a’j 
eiiiiiiHb*r ^loit*li weialen. Also ist 
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dazu müssen nur die Functionen ^(so,y), H' 0 v,y) wn der angegebenen 
Eigenschaft 

d“^(x, y) dxpix, y) _ 

existiren. 

Bei der Definition des Doppelintegrals als CireiiZAverth eiju'v I.)()p|)eb 
summe 

lim ^ (- x^h + ^2Ä-|-2)(- y^k + y2k-\-2)f(X2k-\-lj 

n=x = l 

k=0...n—l 

ersclieint es selbstverständlicli als gleichgültig, ob mau '/aiu'st in Bi*- 
zieliung auf h oder zuerst in Beziehung auf k summirt, sobald di<^ 
Function/'(iT, ?/) endlich und nach beiden Dimensionen im Allgeimdmoi 
gleichmässig stetig ist. 


§ 4 . 


Bisher wni’de stillschweigend vorausgesetzt, dass die Integraiioiis- 
grenzen Vop Vi ^^n einander unabhängig seien. Ist di(\s uield. 

der Fall, und haben wir etwa 




J dx J fix, y)dy 


V'o {x) 



SO kann man überhaupt nicht mehr davon sprechen, dass man Ixum 
ersten Integrale zunächst nach x^ beim zweiten zunächst nach y/ iiiti»' 
griren will. Um zu erkemien, in welchem Sinne auch hier von (diHs- 
Veränderung der Integrations-Reihenfolge die Rede sein kann, wolhm 
wir die geometrische Veranschaulichung der doppelten Iiite^gration zu 
Hülfe nehmen. 

Sind die Integrationsgrenzen von einander unabhängig, so crlblgi 
die Integration über ein Rechteck mit den Eckpunkten a\j, y,,; a;,,, 

^1) 2 /n ^1? 2 /o? dessen Seiten also den Coordinatenaxen parallel laaileii. 
Unter f{Xj y) kann man dann entweder eine im Punkte x, i/ erricldadn 
Senkrechte von der Länge f(Xj y) verstehen, so dass das Litegral 

Xx Vi 

JJf{^py)äxdy 

^0 Vo 

als das Volumen eines Raumtheiles auftritt; oder man kann sich auch 
die Dichtigkeit des Punktes x^ y in Beziehung auf Schwere, Elektricität 
u. dgl mehr unter fix^y) denken. Um auszudrücken, dass das'Uo])|)eh 
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integral über alle Punkte des oben beschriebenen Rechtecks zu er¬ 
strecken ist^ kann man kurz schreiben 




(X^ 

^2/o ^ 2/ < Vu 

Schwieriger wird die Angabe der Begrenzung schon^ wenn man das 
Rechteck schief gegen die Coordinatenaxen legt. Man erkennt es als eine 
Aufgabe, die durch Ungleichheitsbedingungen zu lösen ist, das Gebiet 
lür (a*, ij) anzugeben, wemi die Integration sich über eine beliebige geo¬ 
metrische Figur zu erstrecken hat. Ist diese z. B. ein Kreis mit dem 
Mittelpunkte (§, ?;) und dem Radius r, so wird die Ungleichheits¬ 
bedingung gegeben durch 


[^6‘ — + [ij — TjJ < r- . 

Ist allgemein Cr(xyy) = 0 die Gleichung der Begrenzungscurve des 
Integrationsgebietes, so wird zu setzen sein 

wenn das Vorzeichen von Ct(x^ y) so gewählt ist, dass die Werthe von. 
(t im Linern des Gebietes negativ sind. 

Angenähert erhält man dabei den Werth des Integrals, wenn man 
das Integrationsgebiet irgend wie in beliebige, kleine Flächenelemeute 
tlxeilt, den Inhalt eines jeden dieser Elemente mit dem Wertlie von f(Xj y) 
illr einen beliebigen Punkt des Mächenelementes multiplicirt, und alle 
diese Producte dann summirt. Dazu 'muss nur fipe^ y) eine eindeutige, 
ondlichci und im Allgemeinen gleichmässig stetige Function sein. Denkt 
man sich das Gebiet G(xj y) < 0 speciell in beliebig kleine Rechtecke 
durch eine Reihe von Parallelen zur X-Axe und eine andere Reilie 
von Parallelen zur V-Axe getheilt, so kaim man entweder zuerst für 
einen bestimmten Werth ^ von x in Beziehung auf alle im Integrations¬ 
gebiete liegende, dem ^ zugehörige Werthe von y integriren, dann in 
dem erhaltenen Resultate das ^ alle ihm möglichen Werthe durchlaufen 
lassen und so die zweite Integration ausführen; oder man kann um¬ 
gekehrt verfahren. Entsprechen im ersten Palle einem x — ^ nur zwei 
Werthe y = und für welche Gr^x^y) = 0 wird, so muss man, 
falls ist, von % bis integriren. Entsprechen dagegen einem 

x‘= ^ mehrere Werthepaare für welche G(Xy ^) = 0 wird, etwa 
^2; Vsj * ‘ wobei % > % > %; • . • sein soll, so ergeben sich für 

den Werth ^ ehensoviele einzelne Integrationen, nämlich von % bis ^ 
von % bis u. s. £ Aehnliches gilt auch für unseren zweiten Fall. 
Immer aber wird man unter den, über fix, y) gemachten Voraus¬ 
setzungen hei beiden Summationsarten dieselbe Summe erhalten; es 
nähert sich bei richtiger Normirung der Summen-Ausdehnung 

j 
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^ ^ (— ^2// + ^2;v+2)(— y^2k+i) 

dem einen wie dem andern der beiden Integrale 

J^äxJ dyf{x, y), Jdyjixf{x, y) ; (("/(.r, y) < 0), 

und diese sind also einander gleich. Diese Verl.ausc.luiiig kann als 
Transformation y = x = y' aufgefasst werden, durcli uadclie das 
eine der Integrale in das andere übergeführt wird. 

§ 5 . 

Dieser specielle Fall legt uns die Frage iiacli der allgemeinen 
Transformation eines Doppelintegrals nahe, wehdnis ülna- (du he 
liebiges Gebiet G{x,y) <0 erstreckt ist, und bei d<im sninit die lnl<- 
grationsgrenzen im Allgemeinen nicht von einander iinabliängig sind. 
Wir nehmen mit dem Doppelintegrale 

jdxdyf{x, y) {a{x, y) < 0) 
eine beliebige aber eindeutige Transformation vor, indem wir 

setzen, avo jedoch nicht nur a;, y eindeutige Functioinm von j;, sondern 
auch umgekehrt y ebensolche von x, y sein solbm. Analog d<-r 
Transformation beim einfachen Integrale kömicn wir di(!'l'ran.sforniation 
zunächst etwa bei 

j fip,y)dy 

ausführen, indem wir für y eine neue Veränderliclio y m'nführen, welche 
durch die obigen Transformationsformeln für x und y In^stiniint ist, 

y=&{x, y). 

Dabei braucht man von einer Elimination des g aus den beidtm 'l'rans 
formationsformehi nicht zu sprechen; eine .solclui ist oft iinausmiirlmr. 
während die Abhängigkeit des y von x mid y durch jime h'ormeln voll’ 
'ommen defimrt ist. Zudem ist Elimination meistens mit einem Ver 
uste verbunden, so dass man die Elimination, wenn es irgend angehi, 

lieber vermeidet. Durch Eintragung des Werthes für y geht das Donpel’ 
integral in ■ ^ ^ t i 

Jdxf r(x, y)) dy 



Transformation des Doppel-Integrals. 
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über, dessen Grenzen durch die TJngleichheitsbedingung 

Gr[x, 1])] < 0 

normirt sind. Ehe wir das neue Integral weiter transformiren, haben 
wir die Integrationsfolge zu vertauschen^ was unter der jetzt noch auf- 

zunehmenden Voraussetzung, dass ausser f(Xy y) auch g rj) ein¬ 

deutig^ endlich und im Allgemeinen stetig sei, thatsächlich gestattet 
ist. Somit wandelt sich das obige Doppelintegral in 

J (h j f(^, 7 ])) ■ - dx 

um. Hier führen wir nun an zweiter Stelle x = rj) ein und er¬ 

halten dadurch 


J drjJ rf), 7 ]), O) 


S&{x, i;)1 _ 8<p(l, n) 

Dieser Ausdruck ist nach dem Gesichtspunkte umzugestalten, dass im 
Schlussresultate nur f und ihre partiellen Ableitungen nach 7 ] 
Vorkommen dürfen. Vergleicht man 0 und so folgt 

dS{x, r/) _ ^ I V) . 

St] d i 3 r] ' drj 

d ^ 

Das noch unbekannte --- erhält man aus der Gleichung 

€ n ® 

dx 
drj 

unter der Form 

d I / ^ _j_ , 

d'^l \ drj drj/ ' d^ 

berücksichtigen wir aber, dass in dem Integrale 


d cp di , dcp 
di drj ' drj 


jdxjf{x,.®(x, 7 ])) d,] 


das X des inneren Integrals constant ist und also in - 


d(9(x, rj) 


constant betrachtet, d. h. dass 

dS(x^ rj) _ 
drj 


dx _ 

dv- 
'd(p d'lp 
di dij 


drj 


auch als 


0 gesetzt werden muss, so folgt 


dqp d'ip' 
drj di 


d<p 


oder kürzer in verständlicher, allgemein übhcher Bezeichnung 

d@(x, Tj) 


dv 


■ (<P, ^2 


92 ^i) : h 


Hierdurch, erhält man das gewünschte Resultat in der Form 

<p2ti) -didvi . 


J 


(Sj V)^ ^(1; V)) ■ 

Kronecker, Integrale. 
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Jacobi nennt den Ausdruck: 

= 




92 

^2 


Functionaldeterminante; die Engländer gebrauchen für ilni die 
zeiclinungen Jacobian oder Jacobi’sche Function. Für zwcuiaehe 
und dreifache Integrale wurden die Transformationsforineln schon von 
Lagrange gegeben^ die allgemeinen erst von Jacobi. 

Bei dieser Transformation taucht aber noch eine Schwi(n*igk(üt 


auf. Wollen wir z. B. 



durch X = 7 } j ^ S transformiren, so wird die Functionaldettnuninante 
dabei gleich — und man erhält 




Dieses Resultat zeigt sich auf den ersten Blick als falsch. Die Erklärung 
liegt darin, dass, während beim einfachen Integrale die ürenzen auch 
den Integrationsweg vorschreiben, dies beim Doppel-Integrale nicht incdir 
der Fall ist. Wir müssen deshalb festsetzen, dass das FläclienincnuYHmt 
immer positiv sei. Dies erreichen wir dadurch, dass wir der Functionah 
determinante stets ihren absoluten Werth beilegen; die Trausforniations^ 
formel lautet dann schliesslich: 


(4) ffix,y)dxdy = j f{cp{l,r]), ij)) || 

*• II |i 

Aus dieser Formel kann man auch sofort schliessen, dass bei con- 
stanten Grenzen die Integrationsordnung vertauscht werden darf. 


§ 6 . 

Die abgeleitete Regel für die Transformation der zweifaclum Inte¬ 
grale wollen wir zunächst nach dem Vorgänge Diriclilet’s aiii‘ di<^ 
Berechnung des einfachen Integrals 

00 X 

f e-^'‘dx = lim / e-^'‘dx = lim F(x) 

^ x=co t/ .r = 00 

0 ü 

an-wenden. Für beliebige Werte x der oberen Grenze lässt sich 'F{a) 
zwar in eine convergente Reibe entwickeln aber nicht in geschloHseiier 
Form angeben. 

Behufs leichterer Berechnung formen wir das Integral durch 3;=- —x 
um; dadurch entsteht 




1 >u.h VVillirHc.lioinlic.lüco.its-Tntogi'al. 


Bf) 


»''■ X 

-Je '-dx -J 


e-^'dx, 


l'olf'licli 


l<\x) — j e—^'^äx,, 

X 

timl VH kann alnn (v^l. S. 20^ 21) 

Hin "JFix) lim i 

X /■> y ■* ■ /.I tj 

y'rr. x. —// 

\vrr«lniL 

Urr (<n*nz\vtn*ih a.ui* dvr rächten Seite liat (hnen bestimmten Sinn; 
denn es liLssi siidi nach weisen^ dass die beiden Integrale 

j e mul j er'^'''dx 

bei betitdugini aber cnnslanten r, s \md bei beständig wachsenden g' 
gegen eiininder converginni. Da munlieli i^^tj sobald a 

aiiHHcrhalb des B(*reic.he.s (i) . . . l) li(#; mul da hier //' beliebig gross 
angenommen werden darf, so hat man 

?/’ I * i'* I 

I >• ^'d-x <: j r --dx ■ ^ f 




lim 


j'e = 0 ; 


ebens*» lindei man 


lim i e 


K't'Vr) 

0 . 


Ihunit. i.st. ilif jiurg<'Ht,allt,(‘ l^(•!lauptullf^ Ixnviusoii. 

!VIii!iiplii-.iri mau dan m b(u-(ichiiiui(l<i Iiitisgral mit sicli Hulbst, 

SO eni.Hlelit 

4" h *"[•' y 

lim-1/''(.(•)■•■ lim lim fdnjc , 

j / \t f h O #./ r/ 

.1/. // h >/ 

und .li.-.H.s l)„j,i.(diut<iK™l wird durch Kiufül.ruufr von l>olam)oi-dinat<ui 
itiicp;riibcl. Wir Hut'/.ciii • 

r c.()H r, ')/=:= r sin p 

und erhallen i'ilr die Kunctional-Dtiterinimuifce 

COS V f sin a 

‘ sin V -1- r eus v 
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also für den neuen Integraiiden . Nun sind noch die Integrations¬ 
grenzen zu bestimmen. Das Integratiousgebiet für y war ein 
Rechteck, dessen Seiten die Längen g g' und h ~\- Ji hatten und 
die der X- bezw. XAxe parallel waren. Denkt man sich um den Null¬ 
punkt zwei Kreise geschlagen,, deren kleinerer ganz in jenem Rechteck(^ 
verläuft und dabei die nächstgelegene Seite desselben berührt, während 
der grössere Kreis das gesammte Rechteck in sich fasst und dabei 
durch die fernste Ecke desselben geht; bezeichnet man ferner die Radic^n. 
dieser Kreise mit und B,, so liegt das Integratiousgebiet des trans- 
formirten Integrals zwischen diesen beiden Kreisen. Man hat demnacli, 
da ja der Integrand stets positiv ist 



Wdrdv < 




'rdr , 


rdrdv < 7 r(l — e ^) . 


Hiernach ist, wenn man zur Grenze übergeht, 

V" 

lim / e—^'^dx = 21 im = \]/ot\ ? 

jc = 00 ey jjj_3^5 

- X 

00 CO 

(5) J=']/n\,J == ^ I ]/ä I . 

— CO 0 

Das berechnete Integral spielt-in der Mathematik als „Wahr- 
scheinlichkeitsintegral“ eine grofse Rolle; es ist auch deshalb sehr be- 
merkens-werth, weü es eins der wenigen ihrem Werthe nach bekannten 
ist, die sieh nicht durch ein, weiterhin zu erwähnendes, sehr allgemein 
anwendbares Mittel finden lassen. 

Die eben verwendete Methode trägt noch weiter. Führen wir in 


hm lim i'äx f dyf(x^ y^) = J 

X=co y^cßj J 
0 0 

wie oben Polarcoordinaten ein, dann wird sieh ergeben: 

n 

2 r ^ 

‘rdr=~ lim Cf{ß) dz , 

00 0 

so dass wir das Doppelintegral auf ein einfaches reducirt haben. 



Dritte Vorlesung. 

rni(‘.j[»Tafcion eines vollständigen Differentials nm ein E-ecliteck; um ein rcclitwinkliges 
Dreieck; um ein beliebiges Dreieck; uni eine beliebige Curve. — Beweis des 
Batzes für ein liinggebict. — Clausius’sclie Coordinaten. — weiter Beweis des 

Ratzes. — ümformnng seiner Yoraiissetzungen. — Erweiterung des Satzes. _ 

Natürliche Begrenzung. — Functionen complexer Argumente, — Der Cauchykehe 

Satz. — Beispiele. 


§ 1 .. 

Wir kommen jetzt zu einer der wichtigsten Anwendungen des in 
der Transformationsforinel liegenden Satzes von der Vertauschbarkeit 
der Integrationsfolgen. 

Wir betrachten eine Function F(Xj y), deren beide ersten Ab¬ 
leitungen 

y) = , F, (X, y) = 

und deren zweite Ableitung nach x und y, also 

_ TyT _ y} — 

dx ' dy dy ‘ dx 

in dem Iiitegrationsgebiete und auf dessen Grenzen eindeutig^ endlich 
und im Allgemeinen stetig sind. Integriren wir nun über ein 
Itechteck mit den Ecken 

2/o5 2/o5 ; 2/i5 ^b; Vi ? 

SO ergiebt sich einerseits 

Vi p 

jdxjy)dy =J äx(F,(x, y))’^ 


Fi (oh, y,)dx —JF^(x, y^)d. 

.To .T,> 

I dyj Fi^(x, y)dx =J dy(F,(x, y))] 


und andrerseits 

Ul «1 


Yi 

■'To 
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Naci unseren Voraussetzungen stimmen beide Eesultatc mit einander 
überein, d. b. es besteht die Gleicbimg 


JJ. W, ^0 

Y t* {* 

(1 )^ ^ -^ 2 (^ 1 ? 2/)^2 /+j ^i(^? y^)dx~\'J 7 


■i). 


Nun ist aber 

JdF{x, y)=J F,{x, y)dx +j F.,(x, y)dy. 

Setzt man hierin der Reihe nach x=-x^ und .x',, also ril.i == 0 ; und 
y == y^ und t/,, also dy^^, so entstehen die Formeln 

(dFix, y) = fe(xo, y)dy, 1 dF{x, y) = iF,{x,, y)dy, 

J (c=a:o) ^ ^ (.r=x,) ^ 

f dF(x, y)=^ j Fl {x, y^dx ; / dF{x, y) = i -F, {x, y)dx. 

U (ij = yi^ e/ t/ (y — ^,) 

Fübrt man diese Wertlie in ( 1 ) ein, so erhält man 


1 

( 2 ) f äF{x, y)+l dF{x, y)+ dF{x, y)-j- dF{x, y) D . 

(y==//o) ^ (.r = .ra) eV = (.r=:.ro) 

X, ijo Ul 

Greometrisch gedeutet heisst das: „Das Integral des vollstäiulig(‘u DiJIe- 
„rentials einer Function Yon x und y, erstreckt über den üintang eines 
„Rechtecks, der Art, dass das Innere immer zur Linken der liirtschritts- 
„richtung bleibt, hat den Werth Null. Yorausgesetzt ist dabei, dass 
„die beiden ersten Ableitungen der Function sowie die zweite Ableitung 
„nach beiden Variablen eindeutig, endlich und im Allgemeinen stetig sind.^^ 


§ 2 . 


In gleicher Weise wollen wir das Doppelintegral 



{x^ y)dxdy 


über die Fläche eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Ecken 

ri'-^ I', ri erstrecken, wobei > tj 

sein soll. Das Dreieck hat also die neben¬ 
stehende Lage. Der rechte Winkel liegt an 
der Ecke die Katheten sind den Coor- 

dinaten-Axen parallel; die Hypotenuse wird 

durch die Gleichungen 

^ i — 0, y = 7]' 1 — ri') 

gegeben. Wir bilden nun zunächst das Integral 




Integration um ein rechtwinkliges Dreieck. 
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J dxj I'i, (x, y) dy (i;o — (y—r}') = y'+t(n~y ')) , 

1.0i (Iwu (lio Grenzen so normirt sind, dass das Integrationsgebiet sieb 
Uber die Dreiecksflacbe erstreckt; man erhält dafür den Werth 
r I' > 

Jäx{L\{x, ri')dx-\- jF,{x, y + i(>j — ^'))dx . 

Ebenso orgiobt sich für das Integral 

i/j i' 

JdiiJtu,, ,,)dx + fc-’-:-1) -1 + <(r - ö), 

dessen Integrationsbereich derselbe ist -wie der obige der Werth 

r ■' * 

j äy{Ii'.,{iK, =JF^(^', y)dy + (F.^{^-\- — |)^ y)dy . 

>i '* V 

Die Gleichsotznng der beiden Eesultate liefert, als Summe geschrieben, 
0 = / F,(x, y')dx +y F.,{i', y)dy + jF^{1 + t{i’— |), y)dy 

f y} . rf 

+^ v' + Kv — v'))dx. 

Gonan wie iin vorigen Paragraphen ergiebt sich für die beiden ersten 
Intt^gnilc 

I }}' yf 

I K ^') = I dF(x, y), [e, (g ', y) dy = ( dF(x y) . 

Führt miuj im dritteii und im vierten Integrale der Summengleicliung 
t als Tariable ein, so geht die Summe dieser beiden in 
1 

J+ K^' — I), v' + Kn — n')) ■ (v — 

0 

l 

+ Je ,(g + Kl' - 1), n' + Kn - n')) • (r - 

0 

0 

über, wo das letzte Integral in der Art über die Hypotenuse des recht- 
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winkligen Dreiecks erstreckt ist, dass die Fläche zur Linken der Fort- 
schrittsrichtung bleibt. Damit ist daun der Satz bewiesen, „dass das 
„Integral 

JäF{x, y) 

„erstreckt über den Umfang unseres rechtwinkligen Dreiecks den Werth 
„Null besitzt^^ 

Dieser Satz lässt sich ohne Weiteres auf jedes beliebige D.i'eieck 
ausdehnen. Denn jedes Dreieck ABC kann in 4 rechtwinklige Dreiecke 

zerlegt werden^ deren 
Hypotenusen in die 
Seiten des gegebenen 
Dreiecks fallen^ und 
deren Katheten den 
Coordinaten-Axen pa¬ 
rallel laufen. Es reicht 
dazu aus^ durch eine 
der Ecken; Bj eine 
Parallele zu einer Axe 
zu ziehen und von den 
anderen beiden Ecken 
C A und G Senkrechte 
auf jene Parallele zu 
fällen. Integrirt man dann um die vier Dreiecke einzeln so herum^ 
dass bei dem Umfahren der Dreiecksseiten AC^ CB, BA die Dreiecks- 
Fläche ABC zur Linken bleibt^ dann heben sich die Integrationen 
längs der Hülfslinien auf^ da eine jede zweimal und zwar in verschie¬ 
denen Richtungen durchlaufen wird. Dabei wird die Summe der vier 
Integrale gleich Nullj und dies beweist den ausgesprochenen Satz. 



§ 3 . 

Nunmehr lässt sich der Schluss ziehen, dass überhaupt „das Inte- 
„gral eines vollständigen Differentials unter den für die Function auf- 
„gestellten Bedingungen über irgend eine geschlossene Begrenzung in 
„der Weise erstreckt^ dass das eingeschlossene Gebiet stets zur Linken 
„liegt; den Werth Null erhält^^. Die zu Grunde gelegten Bedingungen 
sind ausreichend für die Litegrirbarkeit des Differentials; bezw. für die 
Vertauschbarkeit der Reihenfolge der Integrationen seiner Ableitungen. 
Wir werden übrigens bald die aufgestellten Bedingungen einer genaueren 
Betrachtung zu unterziehen haben (vgl. § 7). 
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Zuerst benutzen wir zum Beweise den Satz aus § 1 über die 
Integration um die Seiten eines Rechteckes. Wir ziehen in beliebig 
kleinen Entfernungen d von einander eine Reihe äquidistanter Paral¬ 
lelen zur X-Axe und zerlegen dadurch das gegebene Gebiet in einzelne 
Streifen; diese Streifen können wir^ wenn nur d hinlänglich klein ist^ 
ohne merklichen Fehler durch Rechtecke ersetzt denken^ welche die 
iimerhalb des Gebietes liegenden Th eile je einer Parallelen als Grundlinien 
haben. Integrirt man darm um jedes einzelne Rechteck so , dass seine 
Fläche zur Linken bleibt, dann ist die Summe der Litegrale gleich 
Null. Bei den Integrationen zerstören sich diejenigen, welche längs 
der Parallelen zur X-Axe innerhalb des gegebenen Gebietes verlaufen, 
da jedesmal sowohl von rechts nach links wie von links nach rechts 
auf zwei benachbarten Streifen integrirt wird; es bleibt die Integration 
über eine gebrochene, abwechselnd der X- und der X-Axe parallele 
Linie zurück, welche der Curve umbeschrieben ist. Die Integration 
über dF längs dieser Linie ist also Null. Bei abnehmender Grösse 
von d nähert sich diese Linie der gegebenen Curve; und da und id, 
sich dabei in gleichmässiger Weise denjenigen Werthen nähern, die sie 
auf der Begrenzung erhalten, so gilt das Theorem, dass 

jdF==0 

sei, auch bei der Integration um die Curve herum. 

Denselben Satz können wir mit Hülfe des Dreiecks-Satzes aus § 2 
nachweisen. Wir zerlegen die Fläche in der Weise, dass wir von 
einem beliebigen in ihrem Innern gelegenen Punkte aus bis zu den 
Eckpunkten einer, der Curve einbeschriebenen, gebrochenen Linie 
Strahlen ziehen. Die einzelnen Seiten dieses Polygons-sollen hinreichend 
klein angenommen werden. Die Summe der über alle so gebildeten 
Dreiecke sich erstreckenden Integrale hat nach § 2 den Werth 0. 
Hierbei zerstören sich aber die Integrationen längs der einzelnen Radii- 
Vectoren, da ja jedes einzelne Dreieck so umlaufen wird, dass seine 
Fläche zur Linken der Fortschrittsrichtung liegt. Es bleibt also nur 
die Integration längs der im gleichen Sinne durchlaufenen Curven- 
sehnen zurück; diese liefert folglich auch den Werth 0. Der Ueber- 
gang von ihnen zur Curve selbst wird genau so vorgenommen, wie 
beim ersten Beweise*). 


*) Vgl. Kronecker: „üeber das Cauchy’sche Integral“. Monatsber. der 
Akademie d.. Wiss. in Berlin, 1885. S. 786 (30. Juli). 
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§ 4. 

Wir wollen den in Rede stehenden wichtigen Satz auch rein ana¬ 
lytisch ableiten. Hierbei mag man sich daran erinnern, dass zur 
Integration über die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks die 
Gleichimg dieser Geraden in der Form y = 'ip(t) benutzt 

werden musste. In einer solchen Form muss auch die Gleichung der 
Integrationscurve G(Xj y) = 0 gegeben sein, wenn die Integration über 
den Umfang derselben wirklich ausgeführt werden soll. Dabei sind x 
mid y als eindeutige Functionen von t vorauszusetzen. Diese Annahmen 
'involviren keine besonderen Voraussetzungen; denn, wenn eine solche 
Darstellung nicht möglich ist, dann lässt sich über das Gebiet über¬ 
haupt nichts aussagen. 

Den analytischen Beweis können wir bequem in etwas allgemeinerer 
Weise geben, indem wir statt des bisherigen Integrationsgebietes ein 

ringförmiges nehmen, dessen äussere 
Begrenzung durch die gegebene Curve 
dargestellt wird, während seine innere 
Begrenzung durch eine beliebige, inner¬ 
halb des Gebietes liegende, einfache 
Curve gebildet werden soll. Wir inte- 
griren dann von einem beliebigen 
Punkte A der äusseren Oontour aus 
in der durch die Pfeile angezeigten 
Richtung um die äussere Begrenzung 
herum; dabei bleibt das Innere zur 
Linken. Ist man nach A zurückgelangt, dann integrirt man von da aus 
längs einer Strecke AJB bis zur inneren Begrenzung; um diese wieder 
in der Weise, dass die Ringfiäche zur linken Hand bleibt bis R; und 
dann endlich längs JBA zum Ausgangspunkte A zurück. Die Inte¬ 
grationen über AB und über BA heben sich dabei auf; das Gesammt- 
resultat ist also eine Integration über die innere und eine über die 
äussere Begrenzung, wobei diese beiden in entgegengesetztem Sinne 
ausgeführt sind. Kann man beweisen, dass das Gesammtresultat 0 
beträgt, so ist hierin der Beweis des früheren Satzes enthalten. Denn 
wenn sich die innere Begrenzung auf einen unendlich kleinen Kreis 
reducirt, dessen Mittelpunkt 2/a dessen Radius p sein möge, 
dann stellt sich unter Einführung von Polarcoordinaten das innere 
Integral als 

y) (— -^1 {<^0 -f Q cos t, y^->r Q sin t) sin t 

(Xq + Q cos ty yo + Q sin t) cos f)Qdt 
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<ni. u 1^ ivU wird m iiatc^r iiuHoren Voraussetzungen über 1^\ und 
ueg«‘ü I^aciors q unendlicli kleitij damit sind wir dann auf das 
HMHein den vorigtMi Pnragniplnm ziirilckgokommen. 

8 T). 

l'iit ili'ii !iurfrcst,t>lli,,Mi iillgomcinemi Satz zu beweisen, fiilirt iiniu 
am licslmi oiii .-ifranUinmlielies Coordinaton-System ein, welches in der 
I n{i‘ittiuliIiiMirie von iMaiisiiia zwi'clauilssig und mit grossem Erfolge 
beiiidzl \vurd(‘; wie wollen dies(( doordinaten als (Jlausius’sche Coordi- 
iiateii bezeieiiiieii. |)i(> l5(Mi(‘muiiig ist wolil gerechtfertigt, wenngleich 
sehon Uniiss das System dtu- Ooordniaten 
in s.-im-r Abltamllung: 'Plieoria attractionis 
eorporuin splmeroidorum ('te. (Werke IV, 

S. 11 lionufzi. 

W'ir utdiuH^H auf der iluBsoren Begren- 
y.uag idiimi willkürlieJien Punkt Ä an und 
riHdtiiiat vtHi ihm aus auf den- Curvi^ in 
uuNin'i'r gnhnimdilitdum liitdiiung di(‘Bogen- 
liingmi J J/ .v. fhilnn könntni wir den 
gair/am l-mfang tlnr (hirvc»1 s(d.zen, so 
dam alnt^ s von O bis 1 liluft^ vvälirend ßf 
um /I aus in der mig(‘g(dHnuni H-iehtiuig die ganze Curve umkreist. 
lM‘rm*r mdumm wir im Innern din* eing(\scdilossejien Begrenzung einen 
fehfmi Punkt uuj zitdnni d(ni beweglkdien^ um P drelibareu Itadius- 

Verlur /M/j welflun* die ininna^ Bcignnizung in Q schneidet^ luul lie- 
Hfimmen deu auf ß!{) bew(‘.gHclHm Punkt N dnreli die Coordinatc 

M V 

r « k'flr die» Punki(‘. iiunn-lialb de,s Hingbereicdies variirt somit r 

vufj u Ins 1; all(» Putikie den- inmnani Bi^gnnjzung haben r-- alle 
der iuimenm halHm r t). Dann ist also für jeden Punkt y des 

l{iisggtdHt*teH 

(r,.s==0...1). 

Wir H(dleu übrigens, um geoineliriselic (knuplieafionon zu vernnnblen, 
die \‘uruuHsetzung maeheig dass j(Hler Hiadius-Vector nur ein Schnitt- 
jumkt Ibmr d/, y a-ulweisi. Dii^se Vorauss<d-zung lässt sich stets durch 
gmngneii» Ztn-Iegung (h^s llinggobietes und passende Wahl der Punkte 
P verwirklit-hetL Wir haben dann unter unserem Voraussetzungen cp 
liiid t *^1h eimbnitig<^ Functionen von s bestimmt. 

Kille Hidelie Doorditiaten-BoBtimmung wird überall da angebracht 
^fdii, wo eint» ginvisse Begrenzung und ein gewisser Punkt im Innern 
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II III- H- 

dx ^ dy dx^ ^ cxdy ^ 'öy^^ 

endlieh und eindeutig seien. Dann folgt aus der Endlicla'keit der drei 
zweiten Ableitungen, dass die beiden ersten Ableitungeix i'ö.r* densellxui 

Bereich auch stetig sind. Es (Ersetzen 
folglich unsere jetzigen BedLiaxgungeii di(^ 
früheren höchstens an St(dl(ui 

nicht, wo F^.^{Xjy) auf hört; ^ stetige 

Function zu sein. 

Gesetzt die Stetigkeit von F\.y hörtc.^ 
in einem Punkte 0 auf; daroa können wir 
nach dem allgemeineren So^tze aus § f> 
verfahren und zum Integr^aie über die 
äussere Begrenzung noch ei 3 a. solches ülxn* 
einen beliebig kleinen Kreis Ixinzu nehmen, 
der den Punkt 0 umschliesst;. Der Punkt 
0 möge die Coordinaten xy, der Kreis um 0 den Radius < 9 , xnid seiin^ 
Punkte die Goordinaten 

I ^ cos y ~ 7 ^ -f- ^ sin V = O . . , 2 ?r) 

besitzen; dann whd das um den Kreis erstreckte Integral 

27r 

J i~ -^i • sio ® -j- • cos v)Qdv 

0 

wegen der Endlichkeit von und F 2 und der unendlich kleinen Grosse 
von Q selbst unendlich klein. Der Beitrag, welchen dLioses Integx*al 
liefert, wenn man um die äussere Begrenzug und um 0 herirm integrirt, 
verschwindet also; es ersetzen daher in diesem Falle dlie neuen 
dingungen jene alten. Dasselbe findet statt, wenn in beliebig vielen 
disereten Punkten des Gebietes die Function aufhörfc^ stetig zu sein. 

Wenn zweitens die Stetigkeit von jPjg längs einer Curvo jä.J3 unter¬ 
brochen ist, so zerlegen wir das Gebiet durch zwei dem .^JB benach¬ 
barte Gurven und deren Gleichungen 

sind, in drei Theile; t bedeuten dabei zwei Paranaeteir die so be¬ 
schaffen sind, dass 

P,ix, y- 0) = P,(ir, 2 /; 0) = 0 

die Gleichung der ausgeschlossenen Curve AB darstellt. Gilt ietzt 
unser Satz für die Gebiete (I) und (II.), dann ist 
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I dF+ fdF^O-, ldF+ldF==0, 

J <?)i = 0 e/ Pi=0 «/ p^=0 j 0 

und also folgt für die Summe: 

idF+idF + i I dF+ ldF):===Q. 

J c|>t=0 J c/)2 = () P,=0 ^2 = 0/ 

Da nun F^ix^y) und F^ix^y) stetige Functionen sind, so werden sich 
bei hinreichend kleinen t, f die Werthe von dF für Pj = 0 und für 
Py = 0 an benachbarten Stellen um beliebig wenig von einander unter¬ 
scheiden; und weil und Ä^B., in entgegengesetzten Richtungen 

durchlaufen werden, so erhält man 

lim / dF + lim fdF = 0. 

J p,=o t' — oj l\ — 0 

Es gilt deshalb der zu beweisende Satz auch für das ganze Gebiet. Das¬ 
selbe findet statt, wenn in beliebig vielen discreten Linien des Gebietes 
aufhört, stetig zu sein. 

Wir können also unseren Satz auch so formuliren: 

„Erstreckt man das Integral 

„über die Begrenzung eines Gebietes, so dass das Innere desselben 
„stets zur Linken der Fortschrittsrichtung bleibt, und sind für alle 
„Punkte des Gebietes und seiner Begrenzung die* Ableitungen 

dF{ x, y) ^ d-F{ x, y) d^F(x, y ) d'^F jx, y) 

6x ^ dy cx.'^- ^ dxdy ’ cy^ . 

„endliche und eindeutige Functionen, dann ist der Werth des Integrals 
„gleich ISTull.^^ 

Diesem Satze kann man noch eine andere Wendung geben, weim 
man die Begriffe der Eindeutigkeit und der Mehrdeutigkeit einer 
Function zweier Variabein berücksichtigt. Bestimmt man die Werthe einer 
Function f(Xj y) dadurch, dass man aus dem Werthe y^) für einen 
bestimmten Punkt .x*,,, y^^ durch eine eindeutige Operation den für einen 
benachbarten Punkt x^, y^ berechnet, aus diesem ebenso den für einen 
benachbarten x^, u. s. w., und gelangt man beim Portschreiten nach 
zurück, so kann der erhaltene Werth dem ursprünglichen gleich 
oder von ihm verschieden sein. Ist das Erste der Fall, wie man auch 
die Zwischenwerthe innerhalb des Gebietes wählt, dann heisst die 
Function für dieses Gebiet eindeutig. Erhält man dagegen auf irgend 
einem Wege statt des ursprünglichen Werthes einen davon verschiede¬ 
nen, dann heisst die Function in dem Gebiete mehrdeutig. 




